
Mínimos cuadrados

Es una técnica de optimización matemática que dada una serie de mediciones, intenta 
encontrar una función que se aproxime a los datos (o mejor ajuste)

Problemas a tratar:
a) Observaciones directas
b) Observaciones indirectas: i) Caso lineal y ii) Caso no-lineal

Elegir un método 
donde 𝜀i sea lo 
“mas chico 
posible”

e TP e = mín

t

y

ej

e1

y = Ԧ𝜂 + Ԧ𝜀



Observaciones directas

Tengo una serie de observaciones de un mismo objeto:

Ecuación de observación

ii e xy

I (Ampere)

0.63 0.01

0.641 0.011

0.675 0.03

0.7 0.031

0.642 0.011

0.631 0.021

Modelo determinista:

y = Ԧ𝜂 + Ԧ𝜀

xi

Es el parámetro incógnitas 
del problema

Ԧ𝜂 =
1
⋮
1

𝑥

A (Matriz de diseño)

Ԧ𝜂 = 𝐀 𝑥

0.6

0.62

0.64

0.66

0.68

0.7

0.72

0.74

0 2 4 6 8

y = 𝐀 𝑥 + Ԧ𝜀

Finalmente la Ecuación de observación la puedo escribir como:

i=1…n (n observaciones)



Observaciones directas

Como se comportan los errores???
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Matriz de Peso se define como: 

C 'e =
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; P = C '-1

e

Intensidad 
(Ampere)

0.63 0.01

0.641 0.011

0.675 0.03

0.7 0.031

0.642 0.011

0.631 0.021

Modelo estadístico:



Observaciones directas

e TP e = mín

Condición sobre los errores que definen al método:

Finalmente tenemos el siguiente sistema:

Debemos minimizar                sujeto a las n condiciones : y = Ax+ee TP e

Función Lagrangiana del problema:

D =e TP e - 2kT y-e - Ax( ), A=

1
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Observaciones directas

e TP e = mínCondición sobre los errores que definen al método:
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Observaciones directas
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Finalmente:

1) Qué podemos decir referente al Método de máxima verosimilitud y mínimos cuadrados?

mínima

máxima

eCC y

Aplicando la Regla de Propagación de errores:



Asumimos una f.d.p gaussiana, cada muestra tiene varianza conocida y todas tienen el 
mismo valor medio: 

pj =

1
s j

2

1
s j

2

j=1

t

å



Volvemos a el valor de pi  !!!!!! 

pj =

1
s j

2

1
s j

2

j=1

t

å

𝜇 =

𝑖=1

𝑡

𝑝𝑖 𝜇𝑖

Para nuestro caso que tenemos un vector de estimador de medias, con sus 
desviaciones estandard

𝑦 𝐶𝜇 =

෦𝜎෦𝜇1 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 … ෦𝜎෦𝜇𝑡 
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Ejemplo de poblaciones fraccionadas:

Hemos medido 6 instrumentos distintos la intensidad de corriente en un circuito, en cada 
oportunidad el registro fue de 10 veces con cada instrumento. Obteniendo el siguiente 
resultado.

Instru
mento

Ampere

1 0.63 0.01

2 0.641 0.011

3 0.675 0.03

4 0.7 0.051

5 0.642 0.011

6 0.631 0.021

Calcule:
- El valor representativo de la corriente del 

circuito, teniendo en cuenta los diferentes 
instrumentos de donde provienen. Estime 
su error.
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𝜇 =

𝑖=1

𝑡

𝑝𝑖 𝜇𝑖 = 0.639

෪𝜎2 =

𝑖=1

𝑡

𝑝𝑖 𝜎𝑖
2 + 𝑝𝑖 𝜇𝑖 − 𝜇

2 0.046෪𝜎 =

෪𝜎𝜇
2 = σ𝑖=1

𝑡 𝑝𝑖
2 ෦𝜎෦𝜇𝑖

2 = ෪𝜎𝜇 =

෪𝜎𝜇
2=

1

𝑡−1
σ𝑖=1
𝑡 𝑝𝑖 𝜇𝑖 − 𝜇 2 (Acuerdo externo) ෪𝜎𝜇

𝐴𝐸 =

0.006

0.005



Observaciones directas
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Finalmente:

2) Solución de nuestro problema de 
observaciones directas?
Es equivalente a la solución que nos brinda 
mínimos cuadrados observaciones directas.
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Mínimos cuadrados

Es una técnica de optimización matemática que dada una serie de mediciones, intenta 
encontrar una función que se aproxime a los datos (o mejor ajuste)

Problemas a tratar:
a) Observaciones directas
b) Observaciones indirectas: i) Caso lineal y ii) Caso no-lineal

Elegir un método 
donde 𝜀i sea lo 
“mas chico 
posible”

e TP e = mín

t

y

ej

e1

y = Ԧ𝜂 + Ԧ𝜀



Observaciones indirectas: caso lineal

Modelo determinista:

Ecuación de observación
j=1,…,n

Son los parámetros 
incógnitas del problema

y = Ԧ𝜂 + Ԧ𝜀

Ԧ𝜂 = Ԧ𝑝0 +

𝑝11 … 𝑝1𝑟
⋮ ⋱ ⋮
𝑝𝑛1 … 𝑝𝑛𝑟

𝑥1
⋮
𝑥𝑟

A (Matriz de diseño)

Ԧ𝜂 = Ԧ𝑝0 + 𝐀

𝑥1
⋮
𝑥𝑟



Observaciones indirectas: caso lineal

Modelo determinista:

Son los parámetros 
incógnitas del problema

Ecuación de observación

y = Ԧ𝜂 + Ԧ𝜀

Ԧ𝜂 = Ԧ𝑝0 + 𝐀

𝑥1
⋮
𝑥𝑟

Modelo estadístico: consideraciones sobre ej

− 𝐸 𝜀𝑗 =0

- ቐ
𝐸 𝜀𝑗𝜀𝑘 = 0

𝐸 𝜀𝑗
2 = 𝜎𝑗

2
𝐂 𝜺 = 𝐂 𝒚 =

𝜎1
2 𝟎 𝟎
𝟎 ⋱ 𝟎
𝟎 𝟎 𝜎𝑛

2
, 𝑷 = 𝜎0

2 𝐂𝒚
−1



Observaciones indirectas: caso lineal

e TP e = mín

Condición sobre los errores que definen al método:

Finalmente tenemos el siguiente sistema:

Debemos minimizar                  sujeto a las n condiciones : e


 xA'ye TP e

Función Lagrangiana del problema:

  0kd
k

ddx
x

minAxk2P TT 
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Ecuación de observación:

y′ = Ԧ𝑦 − 𝑝0 = 𝐀Ԧ𝑥 + Ԧ𝜀

SOLUCIÓN: 



Observaciones indirectas: caso lineal

Modelo determinista:

Ecuación de observación

Ԧ𝜂 = Ԧ𝑝0 + 𝐀

𝑥1
⋮
𝑥𝑟

Modelo estadístico: consideraciones sobre ej

− 𝐸 𝜀𝑗 =0

- ቐ
𝐸 𝜀𝑗𝜀𝑘 = 0

𝐸 𝜀𝑗
2 = 𝜎𝑗

2

y′ = Ԧ𝑦 − 𝑝0 = 𝐀Ԧ𝑥 + Ԧ𝜀

Condición sobre los errores que definen al método:
e TP e

Finalmente:
  'PAAA yPx~ T1T  



  11T
x~ CC

 AA
'y





Observaciones indirectas: caso lineal
Ejemplo

h j

t Y(m) y ´(m)

0 1,40 0,50

1 1,51 0,21

2 3,71 1.00

3 4,11 0,51
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

recta

  'PAAA yPx~ T1T  


Ԧ𝑥 =
0.636
1.065

𝜂𝑗 = 0.636 + 1.065 𝑡𝑗 0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

recta

A=
1 0
⋮ ⋮
1 3

Ԧ𝑥=
𝑥1
𝑥2

𝐶𝑦 =
(0.5)2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … (0.51)2

Comentario:
y𝑖 = 𝑥1 + 𝑡𝑖 𝑥2 (i=1,…,4)



Observaciones indirectas: caso lineal
Ejemplo

t y y

0 1,40 0,50

1 1,51 0,21

2 3,71 1.00

3 4,11 0,51

Elipse de covarianza de los parámetros encontrados.
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𝜂𝑗 = 0.636 + 1.065 𝑡𝑗



Observaciones indirectas: caso lineal
Ejemplo

t y y

0 1,40 0,50

1 1,51 0,21

2 3,71 1.00

3 4,11 0,51
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

recta

  'PAAA yPx~ T1T  


𝜂𝑗 = 0.636 + 1.065 𝑡𝑗

Chi-cuadrado

= σ𝑗=1
4

𝑦𝑗−𝜂𝑗

𝜎𝑗

2

= 4.507

Grados de libertad: n-r
¿ Cómo puedo evaluar la calidad del ajuste?



Observaciones indirectas: caso lineal
Ejemplo



Observaciones indirectas: caso lineal

h j

Si el modelo es que en todos los instantes mido lo mismo: x = 2,67 (promedio pesado 1,86)

y = 1.065x + 0.637

0
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

recta
t y y

0 1,4 0,5

1 1,5 0,2

2 3,7 1

3 4,1 0,5



Otro ejemplo:

0	

100	

200	

300	

400	

500	

600	

-1	 -0,5	 0	 0,5	 1	

y	

y	

r=0
r=1 
r=2

Observaciones indirectas: caso lineal



Chi-cuadrado

=

𝑗=1

10
𝑦𝑗−𝜂𝑗
𝜎𝑗

2

Grados de libertad: n-r

Observaciones indirectas: caso lineal



Mínimos cuadrados

Es una técnica de optimización matemática que dada una serie de mediciones, intenta 
encontrar una función que se aproxime a los datos (o mejor ajuste)

Problemas a tratar:
a) Observaciones directas
b) Observaciones indirectas: i) Caso lineal y ii) Caso no-lineal

Elegir un método 
donde 𝜀i sea lo 
“mas chico 
posible”

e TP e = mín

t

y

ej

e1

y = Ԧ𝜂 + Ԧ𝜀



Observaciones indirectas: caso no- lineal

Son los parámetros 
incógnitas de mi problema

j=1,…,n

),,( 1 rj xxh 

h j = h0(x10, , xp0 )+
¶h

¶x1

ö

ø
÷

x0

(x1 - x10 )+… +
¶h

¶xp

ö

ø
÷÷

x0

(xp - xp0 )+TOS , TOS: Término de 
Orden Superior

Para que TOS sea próximo a cero, DEBO elegir con cuidado los valores a-priori: x0

h = h0 + Adx

y=h +e

y-h0 = y' = Adx+e

Modelo determinista:

Ecuación de observación

y = Ԧ𝜂 + Ԧ𝜀

A



Observaciones indirectas: Caso no-lineal

e


 xA'y

Ecuación de observación:

Modelo estadístico: consideraciones sobre ej

− 𝐸 𝜀𝑗 =0

- ቐ
𝐸 𝜀𝑗𝜀𝑘 = 0

𝐸 𝜀𝑗
2 = 𝜎𝑗

2

𝐂 𝜺 = 𝐂 𝒚 =
𝜎1
2 𝟎 𝟎
𝟎 ⋱ 𝟎
𝟎 𝟎 𝜎𝑛

2
, 𝑷 = 𝜎0

2 𝐂𝒚
−1



Observaciones indirectas: caso no-lineal

e TP e = mín

Condición sobre los errores que definen al método:

Finalmente tenemos el siguiente sistema:

Debemos minimizar                  sujeto a las n condiciones :e TP e

Función Lagrangiana del problema:

  0min2 
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Ecuación de observación:

y′ = Ԧ𝑦 − ℎ0 =

SOLUCIÓN: 

e


xA

e


 xAy



Observaciones indirectas: caso no-lineal

e TP e = mín

Condición sobre los errores que definen al método:

Ecuación de observación:

y′ = Ԧ𝑦 − ℎ0 = e


xA

Solución:

dx = ATP A( )
-1

ATP y'

C
dx

= ATCy' A( )
-1

Proceso Iterativo 
de corrección de 
los parámetros 
iniciales hasta una 
tolerancia. Repto la 
instancia A.



Observaciones indirectas: Caso no-lineal

Ejemplo: Se tiene 20 valores de Y en función de X. 

Modelo determinista:

Modelo estadístico:

y=h +e

y-h0 = y' = Adx+e

y=h +e

y-h0 = y' = Adx+e



Observaciones indirectas: Caso no-lineal

Ejemplo: Se tiene 20 valores de Y en función de X. 

y=h +e

y-h0 = y' = Adx+e

dx = ATP A( )
-1

ATP y'

C
dx

= ATCy' A( )
-1

3,0;4,1;6.0 302010  xxx

7 iteraciones

4,0;2.1;1 321  xxx



Mínimos cuadrados

Comentarios Generales:

- Matriz de diseño A debe estar bien condicionada.

- Matriz de var-cov realista??

- Para el caso de Obs. Directa y Obs. Indirecta-lineal: solución exacta para una 

dada muestra.

- Para el caso de Obs. Indirecta-no lineal: solución iterativa y no necesaria es la 

misma para una muestra dada (dependencia de las condiciones iniciales)

- Siempre analizar los residuos “visualmente” y en forma “cuantificada”.


