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MAGGIA Minimos cuadrados

LABORATORIO

Es una técnica de optimizacion matematica que dada una serie de mediciones, intenta
encontrar una funcidon que se aproxime a los datos (o mejor ajuste)
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Elegir un método
donde ¢; sealo
“mas chico
posible”

~
\ 4
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Problemas a tratar:
a) Observaciones directas
b) Observaciones indirectas: i) Caso lineal y ii) Caso no-lineal

LS : T . —



&.
MAGCGIA Observaciones directas

LABORATORIO
Tengo una serie de observaciones de un mismo objeto:

Ecuacién de observacién | (Ampere) - 0.74

= = = 0.72
y:n—|—g ‘yi:X_ng 0.63 0.01 .
0.641 0.011 | gg
0.675 0.03 p65
Modelo determinista: 0.7 0.031 lo.64 )
=X 0.642 0.011 0.62

i =

0.631 0.021 | 0.6

i=1...n (n observaciones)

——
—o—

1
i = () (x) Es el parametro incognitas
1 del problema
- Finalmente la Ecuacion de observacion la puedo escribir como:
A (Matriz de disefio)
- -
A= AG) y=Ax+¢
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MAGCGIA Observaciones directas

LABORATORIO
Modelo estadistico: Como se comportan los errores??? Intensidad
(Ampere)
E[é]:O
. é 0.63 0.01
2
¢ 1 0 0.641 0.011
Come . 0 0.675 0.03
é 0 Sf] =
£ 0.7 0.031
Matriz de Peso se define como: 0.642 0.011 |
0.631 0.021 l
L1 ]
C,=¢ 0 0 +—; P=C% {
§ i 0 sz |
%)
i
-~ - T Y —— \
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MAGGIA Observaciones directas

LABORATORIO

Condicion sobre los errores que definen al método:

e'Pé=mn

Finalmente tenemos el siguiente sistema:

L T 2 - . o ~
Debemos minimizar € P @sujeto a las n condiciones : Y =AX+eé

|

Funcion Lagrangiana del problema:

1
D=2"Pe- 2k (y-&- AX), A=| i |——>Pax+Pde+ Pk =0

" ox oe ok
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MAGGIA Observaciones directas

LABORATORIO

Condicion sobre los errores que definen al método: e'Pé=min

1
A=£g"Pg-2K' (y-2—Ax)A=|: ngXJra

- *dlz 0
oe 9% T ok

8A=2|2TA=0
OX

1
gﬁzngmzRT:o — X=(ATPAT A' Py
oA

K

~2(y-2-Ax)=0

= ' L — e — . \
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MAGGIA Observaciones directas

LABORATORIO

Finalmente:

X=(ATPA"ATPY ¢ _c

Aplicando |la Regla de Propagacion de errores:

Cy =(ATC,AJ"

1) Qué podemos decir referente al Método de maxima verosimilitud y minimos cuadrados?

o (yj—x)?
CH e

{ = const ———> maxima

minima

Pl “—
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Asumimos una f.d.p gaussiana, cada muestra tiene varianza conocida y todas tienen el

mismo valor medio: .
1 (X(J)_k)Z q
cX —— X
\/27‘[0']' E 20'-2

J

FxY50)dx =

o
>
Q
(o)

N
ZQ %2
2 S|
i= = i [ p=——
LA a
Z_z j=1 siz
j=10j
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AR Volvemos a el valor de p; 111!

N

dA_Z

\ f'

X(])

j

XN:XU) }/
2 2
o S.
- =1 J — J
=T — MT3
>- 2L
et 2 j=1 S|

Para nuestro caso que tenemos un vector de estimador de medias, con sus
desviaciones estandard

|
{
I

t N %2
o= zplnul y Cﬁ =1 : e ~ — pj :ti/"i
i=1 0 O'm 2/2

H/ 9




&
MAGGIA

f \.‘\ ) /‘ {

Ejemplo de poblaciones fraccionadas:

Hemos medido 6 instrumentos distintos la intensidad de corriente en un circuito, en cada
oportunidad el registro fue de 10 veces con cada instrumento. Obteniendo el siguiente

resultado.
1 0.63
2 0.641
3 0.675
4 0.7
> 0.642
6 0.631

0.01
0.011
0.03
0.051
0.011
0.021

o2
On

Calcule:

- El valor representativo de la corriente del
circuito, teniendo en cuenta los diferentes

instrumentos de donde provienen. Estime

SuU error. t |
%Z = z pill; = 0.639
pj = Z . t l:l —~ l
i 0'~ g% = z lpi \6.1_2 + pi(,[lvi lj) J G EME ’
i=1 ‘I
0f = Li-aP{ O = 6; = 0.006
=;Zl 1 0i(@I; — fi)* (Acuerdo externo) O'ﬁlE = 0.005
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Finalmente:

Co=(ATC, A" el

Observaciones directas

0.74
0.72

—(ATPA]"ATRY

0.68

0.66

——

t]

0 2 4 6 8

0.62
0.6

|—lz

Cy=(ATc,Al = 3

Yi
2
(AT PAT ATPy =Y n/a Y =0.639

2) Solucién de nuestro problema de

observaciones directas? l

y Es equivalente a la solucion que nos brinda
] minimos cuadrados observaciones directas. I
| =0006 '
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MAGGIA Minimos cuadrados

LABORATORIO

Es una técnica de optimizacion matematica que dada una serie de mediciones, intenta
encontrar una funcidon que se aproxime a los datos (o mejor ajuste)

<!
I
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My

Elegir un método
donde ¢; sealo
“mas chico
posible”

~
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L —— i —"

Problemas a tratar:
a) Observaciones directas
b) Observaciones indirectas: i) Caso lineal y ii) Caso no-lineal
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MAGCIA Observaciones indirectas: caso lineal

LABORATORIO

Ecuacion de observacion

yi = MNj + € j j=1,..,n
y=n+¢€

Modelo determinista:

N =pjo+pj1xi+pjpxa+-+pirxs x;i(i=1,2,...,r) ’\

P11 - Pir\ /X1
n=po+| : ™~ : Son los pardmetros

Pn1 - DPnr/ \Xr incognitas del problema

\ )
|

A (Matriz de disefo)

X1
ssa(’)
Xy
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MAGCIA Observaciones indirectas: caso lineal

LABORATORIO

Ecuacion de observacion

<!
I
=\
_|_
My

Modelo determinista:

L X1 xi(i=1,2,...,r)
N=Dpo+A|":
xT'
Son los parametros l
Modelo estadistico: consideraciones sobre gj incognitas del problema I
— E€]]=O , '
i 0O O
Eleie, | =0 01 _
- :]Zk]_ , mm)Cz=C3=(0 ~ Of, P =o¢ 71
E[g?] = o 0 0 o2
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MAGGIA Observaciones indirectas: caso lineal

LABORATORIO

Ecuacion de observacion:

y =5 —Pg =A%+ &

Condicion sobre los errores que definen al método:

e'Pé=min

SOLUCION:

Finalmente tenemos el siguiente sistema:

Debemos minimizar éTP ésujeto a las n condiciones : ylz AX +&

Funcion Lagrangiana del problema:

A=g"Pz—2K"(y'-& — Ax)=min gxd + Pz Bar—o

o ok

S L e . . \
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MAGCIA Observaciones indirectas: caso lineal

LABORATORIO

Ecuacion de observacion

y =y —pg=AXx+¢
Modelo determinista: Modelo estadistico: consideraciones sobre gj
x1 -
N > . — F _Ej]=0

N=po+Al : -

Xy E_ejek] =0

- I _ 2

E|e;?] = o

xi(1=12,...,r)

Condicidén sobre los errores que definen al método: éT Pa

Finalmente:

% =(ATPAJ'ATP Y’
C, =(A"CA)!

S 7\ N A




e Observaciones indirectas: caso lineal

MAGGIA Ejemplo

LABORATORIO

t Y(m) oy '(m)
0 1,40 0,50 recta
1 1,51 0,21 .5
2 3,71 1.00 . | o
3 4,11 0,51 o
35 ‘
1 . 3 |
% =(ATPA]'ATPY
2
2 _ [0.636
X = 15 ¢ ’
[1.065 . 0.636
0.5 5. : 1.702
n; = 0.636 + 1.065 t; 0 ’ 2.768
0 05 1 15 2 25 3 35 3. 834
Comentario: L _ l
=1: x:[le ) ;= X + X (|=1,...,4) ’
1 3 ‘l
(0.5)% - 0
Cy = E :
0 .. (0.51)?

- = L e . .
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MAGGIA

LABORATORIO

Observaciones indirectas: caso lineal

t y oy

0 1,40 0,50
1 1,51 0,21
2 3,71 1.00
3 4,11 0,51

. . , 0 0.5
Elipse de covarianza de los parametros encontrados.

Ejemplo

X=(ATPA]'ATPY"

s $
n; = 0.636 + 1.065 t; +

0.5

0
1

recta
15 2 2.5 3 3.5
2,00'10'2
tan 2o = 3 5
o) —0;

2.2 2
oyoy (1 —p)
cos?a —2p010, sin cosa + 012 sin? «
2.2 2
04 02(1_0 )

:

(751 Oyix2 ng L Q\J\ ] )
_O-x1x2 0-52 M Pr= 0'22
[ 0.0943  —0.0566 2= -
-0.0566 0.0494 | °° v o5 "

sin® «a + 2po1 07 sine cosa + 012 cosZ o

b

[ -

L e . .




é, Observaciones indirectas: caso lineal

MAGGIA Ejemplo

LABORATORIO recta
t y > 4.5
0 1,40 o,go 4 +
1 1,51 0,21 3.5
2 3,71 1.00 3
3 4,11 0,51 -
% =(ATPAJ'ATPY" | ;
n; = 0.636 + 1.065 ti| 1

Chi-cuadrado

_yi (Y2 4507
=i () =4

Grados de libertad: n-r

I\

¢ COmo puedo evaluar la calidad del ajuste?

S = . Y ——\



9,- Observaciones indirectas: caso lineal

MAGGIA Ejemplo

TableL.7: Quantiles X% of the y2-distribution.

M I

x‘/_\_ﬁk>R,ﬂ \ r\/_ |

Xp
=/0 f(x% Hdx?

P
0.900 0.950 0.990 0.995

0.999

o5 r—mmr———

0.4 | .
f(xD

T 0.3 8
072 8

0.1 q

,_
O O 00 J N A N =

e Y
W N =

o
o
(S
N
o
N
ol
N
(=)

—_ =

e BEN )\

>
—_
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Fig. 6.8: Probability density of x 2 for the number of degrees of freedomn = 1,2, ..., 10. The
expectation value E (x2) = n moves to the right as n increases.

O 0 ~J A N B W
ol elNelelNoNo Nl

D
D

2.706 3.841 6.635 7.879
4.605 5.991 9.210  10.597
6.251 7.815 11.345  12.838
7.779 9.488 13277 14.860
9.236 11.070 15.086 16.750
10.645 12592  16.812 18.548
12.017 14.067 18.475 20.278
13.362  15.507 20.090 21.955
14.684 16919 21.666  23.589
15987 18.307 23.209  25.188
17.275  19.675 24.725  26.757
18.549  21.026 26.217  28.300
19.812 22362 27.688 29.819
21.064 23.685 29.141 31.319
22.307 24996 30.578 32.801
23.542 26.296  32.000 34.267
24769  27.587 33.409 35718
25.989  28.869 34.805 37.156
27.204  30.144 36.191 38.582
28.412 31410 37.566  39.997
40.256  43.773  50.892  53.672
51.805 55.758 63.691 66.766
63.167 67.505 76.154  79.490
74397  79.082  88.379  91.952
85.527  90.531 100.425 104.215
80.000 101.879 112.329 116.321
107.565 113.145 124.116 128.299

1-1-0—A4-OLO- 1 A—DAD

10.828
13.816
16.266
18.467
20.515
22.458
24.322
26.124
27.877
29.588
31.264
32.909
34.528
36.123
37.697
39.252
40.790
42.312
43.820
45.315
59.703
73.402
86.661
99.607
112.317
124.839
137.208

N\
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MAGGIA Observaciones indirectas: caso lineal
LABORATORIO

t y Gy

0 14 0,5 recta

1 1,5 0,2 45

2 3,7 1

3 41 0.5 4

y =1.065x + 0.637

0.636 0 0.5 - 15 2 25 3 35
A, . 1.702

2.768

3.834 '

Si el modelo es que en todos los instantes mido lo mismo: X = 2,67 (promedio pesado 1,86)
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MAGGIA Observaciones indirectas: caso lineal
LABORATORIO
Otro ejemplo:
J tj=cos®; y; 0j=./Yyj-
1 09 8l
2 07 50
3 —05 35
4 —03 27 .
5 —01 26 y
6 0.1 60 6007
7 03 106 . N
8 05 189
9 0.7 318
10 0.9 520 s60m & o
ZUUL] q
. ® e ® o :-;j * | | l
-18 -0,58 ‘ 0@ 0,58 17 ’
nj=hj=x1+x20j+x3t;+-+x,1,7 r=0 n;=h;=x| l
r=1 nj =hj=x1+x1; |
= I
r=2 nj:hj:xl+x2tj+x3t]2 j
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MAGGIA Observaciones indirectas: caso lineal
LABORATORIO
600 =10, r =1 M= 83355 o00 =10, r =2 M = 58545
IR & &l I S | M so0 B T T T g LT T TR T T Y
1 5785 9 83355 ,
2 8266 99.10 8 58545 400~ 7 400 .
3 4727 18596 273.61 7 3641 Zf3oo - b Zffﬁoo - b
4 3794 12655 312.02 13759 6 285 200 L N .
5 3962 119.10 27649 15191 52.60 5 168 }
6 3988 12139 273.19 13658 5690 1672 4  1.66 [ S N ]
" 0 1 - 0 1
— ¢ — ¢
600 ‘ 600
s . n=10,r =4 M= 2.85
500 500 -
Y 400 Y400 .
Zf 300 f 300 - |
Chi-cuadrado 200 200 |- .
100
10 :
2 l
. yJ_TIj 600 '
z : o 500
j=1 J 7 400 ‘
Zf 300 l
200
100

Grados de libertad: n-r

>t

S — B s ———, )
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MAGGIA Minimos cuadrados

LABORATORIO

Es una técnica de optimizacion matematica que dada una serie de mediciones, intenta
encontrar una funcidon que se aproxime a los datos (o mejor ajuste)

<!
I
S )
+
My

Elegir un método
donde ¢; sealo
“mas chico
posible”

Problemas a tratar:
a) Observaciones directas
b) Observaciones indirectas: i) Caso lineal y/ii) Caso no-lineal

~
\ 4
L —— i —"
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MAGGCIA  Observaciones indirectas: caso no- lineal
LABORATORIO

Ecuacion de observacion

=i+ U
Modelo determinista:
—h . Son los parametros
= (X1’ T Xr) xi(i=12,....r) incégnitas de mi problem
h. = + ﬂht-.) +1 + Th 9 +TOS TOS: Término de
j _hO(XlO’”.’Xpo) P (Xl- XlO) = (Xp_ XpO) ) . !
X, ‘ITXp@O Orden Superior

Para que TOS sea proximo a cero, DEBO elegir con cuidado los valores a-priori: )‘{0

e\
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MAGGIA Observaciones indirectas: Caso no-lineal
LABORATORIO

Ecuacion de observacion:

y'=AX+¢&

Modelo estadistico: consideraciones sobre gj

~ Elg]=0 2 0 0
i — — . — 21
] Elejex]) = 0 ——> Cz=C3=|0 ~ 0| P =05 C;
E:ejz] =sz 0 0 o

S = . Y ——\
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MAGGIA Observaciones indirectas: caso no-lineal
[ ABORATORIO

Ecuacion de observacion:

Condicion sobre los errores que definen al método:

e'Pé=min

SOLUCION:

Finalmente tenemos el siguiente sistema:

Debemos minimizar @' P @sujeto a las n condiciones : y = AX+ 2

Funcion Lagrangiana del problema:

. oA OA oA
A =Pz - 2K (v'-2 — ASK) = min dok + —de dk =0
(v ) > ox DX e YT

[ — e\ N

A
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MAGGIA Observaciones indirectas: caso no-lineal

LABORATORIO

Ecuacion de observacion:

y' =3 —hy =AX+&

Condicion sobre los errores que definen al método:

e'Pé=min

Solucion:

Proceso lterativo

ax = (ATP A) "ATP )7'1_’ de correccidn de

1 los parametros

C.= (ATCV, A) iniciales hasta una
tolerancia. Repto la

instancia A.
S B e ———, )
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MAGGIA Observaciones indirectas: Caso no-lineal
LABORATORIO
Ejemplo: Se tiene 20 valores de Y en funcion de X.

Modelo determinista:

x1exp(—(t — x2)%/2x3)

aipy ai -+ Aty
ah; W axn - ao
aj€:<a_)C;)XO A= 21 2 2
apl Aap2 -+ dpr
Modelo estadistico:
EE) = 0 l
N 2
E(ej) = 0j: I
y=h+e . | | |
y-h, =y =Adk+e 0 5 | 15 )

;
l
|
i
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MAGGIA Observaciones indirectas: Caso no-lineal
LABORATORIO
Ejemplo: Se tiene 20 valores de Y en funcion de X.

R T L i s
- . . 7 iteraciones
y'ho:y':Aay'Fe (AT -1
X, =1x, =1.2:% =04 Cx=(A'Cy A
x1exp(—(t —x2)%/2x2) 15 | | |
M = 1383, NSTEP = 7

;

e\
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MAGGIA Minimos cuadrados

LABORATORIO

Comentarios Generales:

- Matriz de disefio A debe estar bien condicionada.

- Matriz de var-cov realista??

- Para el caso de Obs. Directa y Obs. Indirecta-lineal: solucidon exacta para una
dada muestra.

- Para el caso de Obs. Indirecta-no lineal: solucidn iterativa y no necesaria es la
misma para una muestra dada (dependencia de las condiciones iniciales)

- Siempre analizar los residuos “visualmente” y en forma “cuantificada”.
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