Muestreo aleatorio

Las clases anteriores presentamos un numero de distribuciones (funciones
de densidad de probabilidad) pero no dijimos nada de coOmo obtenerlas
para casos particulares. Solamente presentamos la funcion que describe la
probabilidad de que una variable esté en cierto intervalo.

Esta funcion depende de ciertos parametros (por ejemplo, u y o para la
funcion de Gauss o0 A para la funcion de Poisson) que, en general, son
desconocidos.

En muchas situaciones no tenemos conocimiento directo de la
distribucion de probabilidad y debemos aproximarla por la distribucion
de frecuencia, obtenida de forma experimental.

El conjunto de mediciones que utilicemos se llama muestra y siempre sera
finita.
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Definiciones

Poblacion: conjunto con todos los posibles resultados de una observacion
individual. En general, la cantidad de resultados es infinita.

Muestra: es un subconjunto de elementos de la poblacion. Por definicion,
la cantidad de elementos es finita. Una muestra con n elementos se dice
gue es una muestra de tamano n.

Sea la poblacion de los posibles resultados de la variable X, con una
funcion de densidad de probabilidad f(x). Supongamos que tomamos |
muestras de tamano n:

Muestra 1: x®P x, . x W
Muestra j: xP, xD ... xD
Muestra L: x®,x® ... x®

Definimos el vector que contiene las n mediciones de una muestra como:
70 = (x0, %P, x0)
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La funcion de densidad de probabilidad de este vector sera:

g(f) — g(xlleI '”;xn)

Esta funcion debe satisfacer dos condiciones para que la muestra se
considere aleatoria (random):

a) Las mediciones individuales x; deben ser independientes, luego:
9(x) = g1(x1) g2(xz) - gn(xn)
b) Las funciones marginales individuales deben ser idénticas e iguales a:

g1(x)= g, (x)= = gp, (x) = f(x)
Luego: g(x) = flx)f(xz) = fxp)

Si una muestra cumple estas condiciones entonces la muestra es
aleatoria y la funcidn conjunta se simplifica significativamente.
De aqui en mas la palabra muestra refiere a muestra aleatoria.
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Funcion distribucion empirica

Supongamos una muestra de dimension n de la variable X, representada
por el conjunto {x;,i = 1,n}. Supongamos que los valores de la muestra
se encuentran ordenados de menor a mayor. Se define la funcion de
distribucion empirica (funcion acumulativa empirica) como:

n, es la cantidad de elementos tales que: X < x

Ny
Wn(x) =
n n tamano de la muestra

., . 1
Es una funcion escalera que se incrementa en - cuando x se hace mayor
gue un elemento de la muestra.
La funcion también se llama funcion de distribucion de la muestra y es
una aproximacion de la funcion de distribucion de la poblacion F(x).

Se puede entender que:
F(x) = lim W, (x)
n—>00
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Estadistico: es cualquier funciéon de los elementos de una muestra. Como
la muestra es una variable aleatoria, el estadistico también lo es.

Una situacion comun en el analisis de datos es conocer la expresion
matematica de la funcion densidad de probabilidad de una poblacion, pero
desconocer los valores de los parametros.

La solucion consiste tomar una muestra (finita) de la variable o de
variables relativas y determinar los valores de los parametros, de la forma
mas exacta posible.

Como la muestra es finita, nunca vamos a obtener los valores exactos de
los parametros, lo que obtenemos son estimadores de los parametros.
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Estimador de un parametro: es un estadistico que sirve para estimar el
valor de un parametro de una funcion de probabilidad, a partir de una
muestra.

S = S(xl,xz,---,xn)

Sea:
S =5(xq,%5,+,x,,) €stimador de A

a) Estimador sin sesgo: es aquel que sin importar el tamano de la
muestra, el valor esperador del estimador es igual al parametro que estima

E[S] =21

b) Estimador consistente: es aquel cuya varianza tiende a cero cuando el
tamano de la muestra crece arbitrariamente.

lim o(S) =0

n—->oo
c) Estimador eficiente: en muchas situaciones es posible obtener una
cota para el estimador de la varianza del estimador. El estimador cuya
varianza se aproxime mas a la cota se dice que es el mas eficiente.
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Muestreo de una poblacion homogénea — Estimadores de parametros

El caso de mayor aplicacion es el relativo a una muestra, {X,X,, -+, X, }, de
una poblacion de infinitos valores descrita por la funcion de densidad de

probabilidad f(x). Entonces, tenemos que:
ElX] = [ xgi)dx = [[7xf(x)dx = py y o(X) = oy.

1. Estimador de la media de la poblacion / Media muestral:
n

1 ¥
MX_EZ i
i=1

1. a Verificacion de ausencia de sesgo
n

=, MELX] ~ Elfix] = px
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1.b Verificacion de consistencia

|

UZ(ﬁx) = E[(fix — llx)z]

n
1
=F1ll| —
n

n
Xi—ﬁﬂx

2.

i=1
n

1
=3 E <2(Xi — lix)
i=1
n
1 2
= — Y Bl - p)?)
i=1
n
=3 o?(X;)
i=1
_ 9%
B n

Conclusion de l.a y 1.b: la media

|

Varianza de la media de la muestra

2

2

n

1
+ ") Z E[(Xi — .UX)(Xj — .UX)]
=1
i#]j

2
. _ . Ox
lim 0%(fiy) = lim — -0

de la muestra (también llamado

promedio simple o media aritmética) es un buen estimador de la media

(parametro) de la poblacion.
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2. Estimador de la varianza de la poblacion / Varianza muestral:

Como estimador de la varianza de la poblacion, podemos probar con
la media aritmética (promedio) del cuadrado de las diferencias:

n
! 1 ~
§'% = Ez(xi — fix)’
i=1

2. a Verificacion de ausencia de sesgo
1 n
—_ X: — [iv)?
2 D (K= ) ]
=1

n
Z(Xi — Ux + Ux — ﬁx)zl
i=1

E[S"?] =E

1
=_F
n

1 n n n
- 5{2 ELC — m)?] + ;E[mx — 1?1 +2 ) EICG — 1) (tx — ﬁx)]}

i=1

=1

n n n
1 1 N
= E{Z oZ + Zgag + ZZ E[(X; = px) (ux — ux)]}
i=1 =1 —
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E[(X; — ux)(ux — fix)] = —E[(X; — pux) (fix — tx)]

n

1
= —E|(X; — ux) EE(XJ- — liX)
j=1
1 n
= > B[~ ) (X~ i)
4=1
_ 9%
Luego: n
1(x ) L 52
E[S'? =_z 2 z_ 2 _ z_X
[S ] n{ O-X + nO'X 2 "
=1 1=1 i=1
1
- 2 _ 2
O-X nO'X
n—1
E[S'2] = 2
2] = ——0f
No es un buen estimador porque depende de n
Estadistica Aplicada — Clase 5 J-z\“
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Sin embargo, la expresion anterior nos permite proponer otro estimador
gue eliminara el sesgo:

n
1
$2=—= ) (= f)?
i=1

n—1
Verifiquemos:
PR
Fls?] = F|— 1Z<xl- —w]
L =1
] &
n
= F — C— [1)2
g 2 D K= ) ]
L n =1
=E —5’2]
[n— 1
n n—1
— 2
n—1 n ox
E[S?] = of

S es un estimador sin sesgo
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2. b Verificacion de consistencia

La varianza de la varianza de la poblacion tiene esta expresion
(no la vamos a demostrar):

2

2
02(52)=< % ) 2(n—1)

n—1

2
(5% = — Oy
4

lim 02(S?) = lim

n—oo n-ocon —

-0

Conclusion de 2.ay 2.b: la varianza de la muestra es un buen estimador
de la varianza (parametro) de la poblacion.

12
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Recapitulando:

Sea {X{,X,,:+,X,} una muestra de una poblacion de infinitos valores
descrita por la funcion de densidad de probabilidad f(x).

La situacion es equivalente a tener un conjunto de n mediciones de una
cierta cantidad d. Entonces podemos pensar X; =d+v; con uy=d y

v; ~ f(0,0).

Entonces:

1. Media muestral: fiy = ZXi

a) Es un buen estimador de la media de la poblacion.
. : , S2
b) El estimador de su varianza esta dado por: 4 ?(jiy) = —
n
c) Por el Teorema Central del Limite, su funciéon de densidad de
probabilidad es una funcion de Guass con media uy para n
suficientemente grande. Esto tiene implicancias en la distribucion

de la probabilidad en torno a la media.

13
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n
- : 1
2. Varianza muestral: g2 _ 52 _ — 1Z(Xi — )2
i=1

a) Es un buen estimador de la varianza de la poblacion.
b) El estimador de su varianza esta dado por: 62%(5?%) = ms‘*
c) Su funcidon de densidad de probabilidad es una funcion de Chi-2.

d) También se la puede designar con el simbolo 62
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Ejercicio con JupyterLab:

Histograma, Grafico de frecuencias, Funcion distribucion empirica.

Muestra, media y varianza poblacionales, media y varianza muestrales
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Muestreo aleatorio de una poblacion in-homogénea

Sea G una poblacion dividida en diferentes subpoblaciones
G, G,, Gs,-+,G,, cada una descrita por una funcion de densidad de
probabilidad diferente f;(x), f>(x), -, fr(x). A partir de esto, las funciones
de distribuciéon (prob. acumulada) individuales se pueden escribir como:

Fi(x) =P(X <x/X € G;)

Fi(x) = f £, () dx!

Recordando probabilidad:

t
Si E= G+ Gyt Gatood G ——  P(B)= Y P(B/G) P(G)
i=1

16
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Luego, podemos plantear que la funcidon de distribucion (acumulada) de la
poblacion tiene la forma:

F(x) =P(X <x)

F(x) = Z P(X < x /X €G)) P(X € Gy
i=1

t
FOO) = ) RGO
i=1
Finalmente, la funcion densidad de probabilidad de la poblacion sera:

F0) =) fi)p,
i=1
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Expresion para la media de una poblacion in-homogénea

+ o0

iy = E[X] = f x f(x) dx

oo L
_ j X
- =1
t oo
=ZJ x f;(x) dx p;
i=1"~%
t
= Z.uxi Di
i=1

t
Ux = Zuxi pi <—— Promedio pesado
i=1

fi(x) p; dx
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Expresion para la varianza de una poblacion in-homogénea

W= [ @-w @ ax

= J+°°(x — ux)? zt: fi(x) p; dx
L v

2
=z pPi (x_luXi-l_:uXi_nuX) fl(x) dx

i=1

ff;o(x - P‘Xi)(.uxi — .Ux)fi(x) dx =10

: +oo +oo
= Z PiU_ (x - llxi)z fi(x) dx + (,qu_ — ,uX)Z f_ £, (%) dx}

=1

t t
2
200 =) pi o + ) ilux, — bx)
iz/ i=1 \
Acuerdo interno Acuerdo externo

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Estimador de la varianza del promedio pesado utilizando propagacion de errores

Tenemos:
~ ~2
U1 0'1’11 0 0
ﬁxl’&ﬁl’l_l’t S ﬁ: Cﬁ: 0 . 0
fx, 0 O &ﬁt
Entonces, podemos escribir:
d pr 0 O
ﬁx=z pifix, =A it donde A=[0 =~ 0
=1 0 0 p;

Aplicando propagacion de errores:

~2 Al
GﬁX_ACﬁA

t
~2 __ 2 ~2
Ofix = z :pi Ou;
i=1

20
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Estimadores del promedio pesado y la varianza de una poblacion in-homogénea

Si tenemos una serie de estimadores de medias y sus varianzas (por

ejemplo, medidas de una magnitud con instrumentos de diferentes
precisiones) : g, | 62, i=1,t
l

Estimador del promedio pesado fx = z Di fx;

Estimador de la varianza del promedio pesado:
t

: 2
Acuerdo interno &3 pi 67,
1

=

~ o ~ \2
Acuerdo externo ixm = mz Pi (Hxi — Hx)

Estimador de la varianza de la
poblacion in-homogénea: Ox = z pi Gy, + z pi (fix, — F‘X)

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Funcion de Verosimilitud — Método de Maxima Verosimilitud

El Método de Maxima Verosimilitud se utiliza para encontrar las
expresiones de los estimadores de parametros de una funcion de
densidad de probabilidad para casos mas generales de los que vimos
hasta el momento (estimador de media y varianza de poblacion
homogénea). )

Tenemos un vector, 4 = (Al,ﬂz,---,ﬂp)’, con los parametros de la funcion
de probabilidad de un vector de variables aleatorias, X = (X1, X5,, X))

dada por F (9? i) y funcion densidad de probabilidad f (9? /T) :

Si tenemos una muestra X, podemos pensar a f(ic’, z) como una funcion
de A.

Sea xU) = (xij),xéj),---,x,(lj)) una muestra cuya probabilidad a posteriori
(conociendo los valores de la muestra) es:

dPW) = f (,z(j),j) dx ——— probabili_dad d_e que saliera un valor
entre ¥ y ¥U) + dx

22
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Si tomamos una muestra de tamanio N (es decir tomamos N valores
independientes de la variable x,

(0, @, ... g}
Su probabilidad total sera:

N
dp = 1_[ f(20,7) az
j=1

A partir de la expresion anterior, se define la Funcion de Verosimilitud que
depende de A. Se la llama con la letra L y a su logaritmo con [:

N
f(;c’(j), ,{) Zl"’ »(1) ;L )

Ly | son funciones de la muestra por lo que ellas mismas son variables
aleatorias y no deben confundirse con funciones de densidad de probabilidad.

h
VS
oy
N——"
[l
.
I |2
=

23
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Método de maxima Verosimilitud

El método establece que los parametros mas confiables son los que hacen
maxima la Funciéon de Verosimilitud.

El problema de encontrar el mejor estimador para A se transformar en
encontrar la expresion de A que haga maxima la Funcion de Verosimilitud.

Lo que equivale a buscar 1 tal que:

i()=0  i=1p

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Aplicacion del método a mediciones con diferentes precisiones

Supongamos que medimos N veces, {xf,j= 1,N}, una magnitud con
diferentes instrumentos con diferentes precisiones. Suponemos que los

errores de las mediciones tienen una distribucion normal (de Gauss) y la
varianza es o;,i = 1, N.

El método de maxima verosimilitud nos sirve para encontrar el estimador
mas confiable para la magnitud que medimos.

Sabemos que:

_ 1 J —
f (xf /1) dx = exp| — (x 2/1) dx
21 57 20]

N

] — 2
1_[ /iexp _(xz 2)
j=1 Zna 9j

N oo 2
I~ - 1)
—Ez 552 + Cte
j=1 J
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Aplicando el método de maxima verosimilitud, el estimador mas confiable
esta dado por:

d -
ﬁl(/1)=o

dA 2 £ O
j=1 J
N .
(x) 1)
2 om0
=9
N
_ - 1 1 .
Despejando: A= T Z—zxf =0
N 2 4&d0;
i=1 O.l_z ]=
Resultando que: N iz
o:
i = J =
=) b=
J=1 i=1 52
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Resumiendo:
Si tenemos:

_—N T

j=1"72
Oji;

Estimador del promedio pesado  fx = Z Di Hyx;

i=1

Estimador de la varianza del promedio pesado:

Acuerdo interno

Acuerdo externo

Estimador de la varianza de la
poblacion in-homogénea:

t
2
ﬂXInt Zp 0-#1

= 1

~ - - \2
O-T%XExt = t— 12 bi ('uXi o 'uX)
=1

t t
- - - ~ \2
M0 =Y v+ ) i (i, — fix)
i=1 i=1
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Ejemplo:

Se midio la intensidad de la corriente en un circuito con seis instrumentos
diferentes. Se realizaron un total de 10 mediciones por instrumentos, se
estimaron medias y varianzas, y se obtuvo la tabla siguiente:

[Amp] [Amp]

1

2
3
4
5
6

0.630
0.641
0.675
0.700
0.642
0.631

0.010
0.011
0.030
0.051
0.011
0.021
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Promedio simple:

Para el caso de no disponer de las desviaciones estandar, deberiamos
calcular el promedio simple (pag. 13):

n
1
ix =~ in = 0.653 Amp
i=1

1

n—1\1i

5 S
Oy = \/_ﬁ = 0.011 Amp

(X; — fiy)? = 0.028 Amp
1

n
S=~X=

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Promedio pesado:

Para el caso en que disponemos de las desviaciones estandar, debemos
calcular el promedio simple (pag. 27):

t t t
- - - - - - \2
Bx= ) pifix,=06394mp  Gy= | piog +» piliy,— ) =0.046 Amp
i=1 V i=1 i=1

t
i 1o = p{ G2 = 0.006 Amp
=1

Vl

. 1\ - N2
Gty e = mz: pi (fix, — fix)” = 0.005 Amp
=1

30
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