Funcion caracteristica

Sea X una variable aleatoria con funcion de probabilidad F(x) = Prob(X <
x) Yy densidad de probabilidad f(x) la funcién caracteristica de X queda
definida como:

@x(t) = E[exp(itX)] = E|e'¥]

Como veremos, la funcion caracteristica es de mucha utilidad en
demostraciones de resultados y propiedades de variables aleatorias.

Permite transformar (y anti-transformar) la funcion de densidad de
probabilidad al campo complejo donde la funcion se simplifica, operar y
volver al campo real.

El concepto de funcion caracteristica es equivalente al de transformada y
anti-transformada de Fourier.

Estadistica Aplicada — Clase 5



Para el caso en que X es continua:
+o00

p(t) = Elexp(itX)] = J exp(itx) f(x) dx

— 00

Para el caso en que X es discreta:

o) = Elexp(it)] = ) exp(itx) P(X = x7)

l

Para el caso en que X es continua, la anti-transformada esta dada por la
expresion:

+ 00

1
flx) = o exp(—itx) ¢(t) dt

o de forma equivalente:

+ 00

f(x) = % ) (cos(tx) — 1 Sin(tx)) o(t) dt
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Momentos de la variable X de orden n respecto al origen (definicion):

A, = E[X"] = j+oox" f(x)dx

Por otro lado, vemos que derivando ¢ respecto de t tenemos:

+ 00

1'(lt) = ;;l J exp(itx) f(x) dx| =i" j x™ exp(itx) f(x) dx

— 00

d"
dt

pM(t) =

Luego: oo

M (0) =i J x™ f(x) dx

@ (0) = i" 4y,
Por ejemplo, paran =0y n =1, tenemos:

A= @(0) =1
u=2x1=i"teM®(0)
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Momentos de la variable X de orden n respecto a al media u:
Definimos: w =x —pu

ow(t) = Elexp(itW)]

Aplicando propiedades de E|.]:

+ 00

ow(t) = Elexp(itW)] = E[exp(it(X — ,u))] = j exp(it(x — u)) f(x) dx

— 00

Llegamos a que:

+ 00

ow () = exp(—itw) j exp(itx) f(x) dx

ow (t) = exp(—itu) @x(t)

La expresion anterior vincula la funcion caracteristica de una variable con
la funcion caracteristica de la misma centrada en O.
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Ademas, derivando n veces respecto de t:

obtenemos;

PP () = i" j G — )" exp(itCx — ) f(x) dx

p(0) = " j (x — )" f(x) dx

oy (0) = i"E[(x — w)"]
La expresion anterior relaciona las derivadas de la funcion

caracteristica respecto a la media con los momentos centrados en la
media.

En particular, para n =0, 1, 2 tenemos:

0 0(0) = E[(x —)°] = 1

oP(0) =i E[(x — )] =0

o (0) = —E[(x — )] = —0
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Funciones caracteristicas mas comunes

1. Funcion caracteristica de la densidad de probabilidad de Poisson

1
_ k,—2A
P(k)_k! Afe

oo

ok (©) = E[ei™] = )" et P(k)

k=0

_ Z eitk% PLI!

k

1
| E tk k
=e el o A

- !
1 .
= e_AZE (1e't)
K

o) = e ete"
Luego:

Funcion de densidad
1
P(k) = o A% exp(=2)

—>

Desarrollo de Taylor de la exponencial

Funcidn caracteristica

@y (t) = exp ()l(eit — 1))
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2. Funcion caracteristica de la densidad de probabilidad de Gauss

flx) = _1 exp (‘% i gX)2>

V2 1T oy Ox
+ o0 1 1 ( )2
) ) X — Ux
t) = Elexpn(itX)| = j exp(itx) ——— exp| —— dx
o x
Luego:
Funcidon de densidad Funcidn caracteristica
1 1 (x — uy)? . ( L, 2)
- —— — t) = exp(it exp| —=oft
f(x) mo_x exp( 2 O')% gDX( ) p( nuX) p 2 X

Comentario: la funcion caracteristica de una funcion de Gauss con media igual a cero
es ella misma una funcion de Gauss. El producto de las varianzas de ambas es igual a

1.

* La demostracion no es simple y utiliza convolucién y nUmeros complejos, se puede ver en las pp. 86
y 87 del Brandt.
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Resultado importante: sean X e Y dos variables aleatorias
independientes y definimos W como la suma de las anteriores.

Si  X,Yindependientes —— f;,(x,y) = fi, (X)f, (¥)

W=X+Y

ow(t) = Elexp(itW)] = E[exp(it(X + Y))]
= Elexp(itX + itY)]

= Elexp(itX) exp(itY)]

Porque son indep.

= Elexp(itX)]E[exp(itY)]

Px+y () = @x(t) @y(t)

Es decir: la funcion caracteristica de la suma de dos variables aleatorias es
igual al producto de las funciones caracteristicas de las variables
individuales. Este resultado se puede generalizar para n variables.

A continuacion, hay ejemplos del uso de este resultado.
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Por ejemplo, sean X e Y variables aleatorias independientes con funcién
densidad de probabilidad de Poisson. Aplicando el resultado anterior
podemos encontrar la funcion densidad de probabilidad de Z=X +.

1
Px(x) = o A exp(—Ax) @x(t) = exp (AX(eit — 1))

Py(y) = % Y exp(—Ay) oy (t) = exp (ly(e“ - 1))
Entonces, para:
Z=X+Y — @z(t) = ox(t) y(t)
= @x(t) oy (t)
= exp (Ax (e’ — 1)) exp (Ay(e" - 1))

= exp ((AX + Ay) (et — 1))
La expresion resultante se corresponde con la funcion caracteristica de
una funcion de Poisson donde A = Ay + Ay. Luego:

@z(t) = exp ((llx + Ay) (eit - 1)) — Pz(2) = % (Ax + Ay)? exp(—(Ax + Ay))
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Teorema Central del Limite

Consideremos una variable aleatoria X, que sea la suma de los resultados
de n experimentos X;. Las X; son variables aleatorias independientes con
una misma funcion de densidad de probabilidad (no importa cudal), con
media a y varianza b?.

El Teorema Central de Limite establece que:

n

n—oo

i=1

tiene una funcion de densidad de probabilidad de Gauss con media vy
varianza dadas por:

na

Ux

O-X =le2

10
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Demostracion

Definimos variables nuevas centralizadas en la media:
X' =X;—a  con funcion caracteristica:  @x-,(t)
Por demostraciones anteriores sabemos que:

o) =1 ¢)(0)=0 ¢)(0) = —b?

Desarrollando por Taylor la funcién caracteristica de X';:
1
ox () =1+0t— Ebz t2 4+ -
Definiendo variables nuevas dadas por:
o= X _Xza gy = Elexp(itU))]
" byn bn ,
= E |exp| it X
p by
t
= (p ,i _—
2 (b ﬁ)

) =1— —+ -
Py, (t) 2n+

)

Estadistica Aplicada — Clase 5

11




Luego, definimos U y aplicamos el resultado que la funciéon caracteristica de
una suma es el producto de las funciones caracteristicas:
n

. n
U= lim» U —— py(t) = lim {<pui(t)}2 n
— t
=1 = lim {1 - —+ } Desarrollo de
n—=e 2n Taylor de la

n-oo 2n

1
= exp (—E t2>

Luego, la funciéon densidad de probabilidad que corresponde a esta funcion
caracteristica es:

_ K 1 5 ]exponencial
limexp|| —=— t*|n

) == e (-0 )
fUu—mexp > U

Es decir, la funcion de Gauss de media cero y varianza 1.
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Finalmente, haciendo una transformacion de variables para volver a las
variables originales:

U= tim S = tim X
= lim ;= lim ———
n—oo o L n-o p \/ﬁ

Llegamos a que:

1 1
fx(x) = m exp (‘ 2 nh2 (x —na)? )

Demostrando que: n

n—>00 -
=1
tiene una funcion de densidad de probabilidad de Gauss con media vy

varianza dadas por:

Uy =na

02 =n b?
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Recordando que:

el TCL dice que ji tiene una funcion de densidad de probabilidad de Gauss

i

= lim — Xi

con media y varianza dadas por:

1

n

n—-oon

=1
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Experimento de verificacion del Teorema Central del Limite con
JupyterLab (TCL Expl.ipynb)

Generamos una serie aleatoria que surge del calcular el promedio de
las caras en una tirada de K dados.

Repetimos el proceso N veces.

1
Cara de un dado: x — P(x=i)=g =1,2,3,4,5,6
K
_ 1
Tirada 1: X1, X2, e X Z1 = K Zx
j=1
K
_ 1
Tirada N: X1, X2, v XK . ZN = K Zx]
j=1
K
1 1
u, =E[Z]=E =z .5 =% ZE[x]] = E[x,] = 3.5
j=1 j=1

Luego, segun el TCL:

Z Tiene una funciéon de densidad de Gauss con media 3.5
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Analisis de la tabla de Galtdn usando el TCL.
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Momentos de la variable X de orden n respecto a al media u:

Definimos: W =X — U
+ 00

ow () = Elexp(itW)] = j exp(itw) g(w) dw

— 00

Como: 2% _ 1—— gw) =f(x)

dw

dx
E‘ = f(x)

o (©) = Elexpliow)] = [ exp(itCx - 1) () dx

— 00

d" (1) _

M)y _
@y (t) = Tem

[ G- wm exp(iete - ) £x) dx
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