Funcion de distribuciéon Normal (o Gaussiana) conjunta

Funcion Normal o de Gauss para una variable:

1 1 — 2
A, exp<_5 = )
X X

1 1 1
= ex —— X — — X —
mO_X p 2 ( nuX) O')%( MX))

Generalizacion para N variables:

X=X, Xp o, X)) —— o) = Kexp(—%(f—a)tB(Y—E))

®(X): RY > R

K — Factor de normalizacion

a —— \ectorde Nx1

p —— Matrizde N x N, simétricay
definida positiva
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Caracteristicas de Funcion de distribucion Normal conjunta

1. El valor esperado de X es: E[X] = a

®(X) es simétrica respecto de a, luego:

W_:O(E—a) d(x)dx =0

El[x—a)]=0 —— E[x]=a

~ aeslamedia de x porlo que se lo escribe como a = i
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2. Se cumple que: B = C;t

Derivando la integral de punto 1 respecto de a

%(ﬂj_:o(x—a) o (%) dF ) =0

% (x—a)B(x—a)) =—2(x — a)'B, para B simétrica

+00

1o g — ) 1 o
f [—IK 2 EVEED L x-w) —F-D BKe <x‘“)tB<"‘“>] dx = 0
% »
| 1+ G- G- Blo@ dF = 0
_o +00

E[Z-a) G- B =1 j o(%) dx

— 00

CxB=1
B=Cz'
~ B es lainversa de la matriz de var-covar de x
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Caracteristicas de la Funciéon de distribuciéon Normal de dos variables
(Funcion normal bi-variada)

: 1
X = Xl] ®(x) = KeXp<—§ (E—ﬁ)tB(E—ﬁ)>

X1] _ 1 x1—Hx 18 [%1— Hxyq
¢ -xz] B Kexp(—z X2 _'“le B [xZ _'“le

Donde:
2
f_ el [ R et
cov(Xy,X5) O'XZ
B 1 0)%2 —cov(X,, X;)
i 0f —cov(Xy,X;)? [—cov(Xy, X) 0%,
1 .,
K = T — Factor de normalizacion
(2 m)(det B) /2
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1. Distribucién normal de dos variables con cov(X1,X2) =0

1 0%, —cov(Xy, X1)

0)%10)?2 — cov(Xy,X5)? |—cov(Xy, X,) 0)?1 — B =

1 1

K = —_ K =
(2 ) oy, 0x,

(27 (detB)2

X 1 1 /(x1—Uu 2 Xy — U 2
o |71 = el Y 0.5 | Z2 X2
[le (2 m) oy, 0y, P73 ( Ox, + Ox

Estadistica Aplicada — Clase 5

1
N|P—‘

Oy

Q
g =




Podemos verificar que la probabilidad total es 1.:

+ 00 + 00 2 2
1 [ (%1 — kx,q X2 — Mx,
d(xq,x,) dxdx, = ﬂ exp|—= (— +|—= dx,dx
_Uo 1 X2 14X J) (2 70) oy, 0%, p 5 ox. ox, 14X

+ 00

400

1 1 /x;1—u ? 1 /x,—u 2
= J exp| —= <i> dx1 j exp| —= <g> dx2
(2 m) oy, 0x, J 2 Ox, J 2 Ox,
+00
jf d(xqy,x,) dxidx, = @) oy0n, V2moy, V2moy,

400
ﬂ D (xq,x,) dx;dx, =1
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2. Distribucion normal de dos variables con cov(X1,X2) # 0

X7 _ 1 xl—uxlr [xl—uxll
cplle_ Kexp( 2 [xz—llxz B X2 — Ux,

Donde:
1

K = T

(2 ) (detB) /2

D % cov(X, X))
B = CX X CX X, —
1,42 Loz cov(X,, Xq1) aXz

B = 1 [ O-}?Z _COU(Xz,Xl)]

0%, 0%, — cov(Xp, X1)? |—cov(Xy,X;) 0%,
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Representacion grafica:

1 [xl—uxlr B [xl_”X1]
X2 — Ux,

Cbliﬂ = Kexp|—=

2 X2 — Ux,

014 1
0147
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01T |
~ 010
;:3_1@'
~ 0.08 T
08T <
S 5 006
G067
L 004
0.04]
00T 002
L 0.00
0.0
£ e
-pﬂﬂ 3 2 1 0 -1 -2 -3 2
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Analisis de la matriz de varianza — covarianza
Transformamos las variables segun:

cov(Xy, X3)
Xi — Uy, cov(Uy, Uy) = =
— l—ll‘xlli — 1,2 _ 1 2 O-Xlo-XZ le’XZ

U;
O-Xi

Px1.X:  Se llama coeficiente de correlacién

Luego, la densidad gaussiana conjunta queda expresada como:

1
[} = Kexp (—Eg(ul,uz) )

donde: . )
—Px,x
u,u,) = utB'u B’ = [ v 2]
g, uz) 1 —px, x, [TPx1.x 1
g(ug,up) = 1 (uf+uf - prl,xzuﬂlz)
Px,,x,
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Elipse de covarianza

Las curvas de igual probabilidad quedan definidas para:
0 [Zl] — Constl —— g(uq,u,) = Const2
2

En particular, cuando Const2 = 1:
1

1 - Px,x,

(u2+u3 — 2pyx, x,uqtuy) =1

Expresando la ecuacion en las variables originales y reacomodando:

2 2
(x1 — .le) — 2P x, <x1 — HX1> <x1 — .UX2> + (xz — IJXZ) _

=1-p
2 2 X1.X>
Ox, Oy Oy Ox,

1 2

La anterior ecuacion define la elipse de covarianza y corresponde a la
curva tal que:

ﬂ d(xq,x,)dx;dx, =~ 0.39

Area de la elipse

10
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Los parametros de la elipse se puede determinar a partir de:

2po10n

Angulo — tan2a = ——
oy — 03
. . 2.2 1— 2
Semi-eje mayor SO . 1A A o 0
05 cos“a —2poorsina cosa + o sin” «
o ) _ ofo3(1—p?)
Semi-eje menor — Py = 5

o5 sin & 4 2po o3 sina cos o + ofcos?a

.(“xg) 0y =42.00. ?, =I 1.0?, e = 0.00
X9 2 | )
o, = 200, 0, = 100, ¢ = -50 ?o@
T T =2 F -
X
2 2 P2 _L L ' 1
to Lo L
P1 0y = 200, 0, = 100, ¢ = 0.90
-2 4 e
=% I X2 , .
-L -2 0 2 4 L % .
—& Xy ?0
-2 .
_L 1 1
-4 -2 0 2 4
—

Experimento funcion normal conjunta con JupyterLab (GaussianalD.lpynb,
Gaussian2D — Surface.ipynb y Gaussiana2D — Ellipses.ipynb

11
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mux= -40.00 muy= 20.00
sgmx= 20.00 sgmy= 20.00 ccor = 0.80

mux=-40.00 muy= 20.00
sgmx= 20.00 sgmy= 20.00 ccor = 0.00

100 100 -
75 | 75 |
50 1 50 4
5 5 .
04 04 .
—25 4 :+ —25 1 N
T - -50 1 b
—75 A —75 1
-100 . . . . . -100 | | | .
-100 50 0 50 100 -100 -s0 0 50
m 4
.
20 1
D_
—20
-40 1
60 1
-100 75 —s0 25 P 100
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