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Función de distribución Normal (o Gaussiana) conjunta

Generalización para N variables:

𝑋 = 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑁
𝑇 Φ 𝑥 = 𝐾 exp −

1

2
𝑥 − 𝑎 𝑡 𝐵 𝑥 − 𝑎

𝐾 Factor de normalización

𝑎 Vector de N x 1

𝐵 Matriz de N x N, simétrica y

definida positiva

Φ 𝑋 : ℝ𝑁 → ℝ

𝑓 𝑥 =
1

2 𝜋 𝜎𝑋
exp −

1

2

𝑥 − 𝜇𝑋
2

𝜎𝑋
2

Función Normal o de Gauss para una variable:

𝑋

=
1

2 𝜋 𝜎𝑋
exp −

1

2
𝑥 − 𝜇𝑋

1

𝜎𝑋
2 𝑥 − 𝜇𝑋
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Características de Función de distribución Normal conjunta

1. El valor esperado de ത𝑋 es: 𝐸 ത𝑋 = ത𝑎

Φ ത𝑋 es simétrica respecto de ത𝑎, luego:

ම
−∞

+∞

𝑥 − 𝑎 Φ 𝑥 d𝑥 = 0

𝐸 𝑥 − 𝑎 = 0 𝐸 𝑥 = 𝑎

∴ ത𝑎 es la media de ҧ𝑥 por lo que se lo escribe como ത𝑎 = ҧ𝜇
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∴ 𝐵 es la inversa de la matriz de var-covar de ҧ𝑥

𝐶 ത𝑋 𝐵 = 𝐼

𝐵 = 𝐶ത𝑋
−1

𝜕

𝜕 ത𝑎
𝑥 − 𝑎 𝑡 𝐵 𝑥 − 𝑎 = −2 𝑥 − 𝑎 𝑡𝐵, para 𝐵 símétrica

2. Se cumple que: 𝐵 = 𝐶 ҧ𝑥
−1

Derivando la integral de punto 1 respecto de ത𝑎

𝜕

𝜕ത𝑎
ම

−∞

+∞

𝑥 − 𝑎 Φ 𝑥 𝑑 ҧ𝑥 = 0

න

−∞

+∞

−𝐼𝐾 𝑒−
1
2 𝑥−𝑎 𝑡 𝐵 𝑥−𝑎 + 𝑥 − 𝑎

−2

−2
𝑥 − 𝑎 𝑡 𝐵 𝐾𝑒−

1
2 𝑥−𝑎 𝑡 𝐵 𝑥−𝑎 d𝑥 = 0

𝐸 𝑥 − 𝑎 𝑥 − 𝑎 𝑡 𝐵 = 𝐼 න

−∞

+∞

Φ 𝑥 d𝑥

𝜕

𝜕ത𝑎
ම

−∞

+∞

𝑥 − 𝑎 𝐾 𝑒−
1
2 𝑥−𝑎 𝑡 𝐵 𝑥−𝑎 𝑑 ҧ𝑥 = 0

න

−∞

+∞

−𝐼 + 𝑥 − 𝑎 𝑥 − 𝑎 𝑡 𝐵 Φ 𝑥 d𝑥 = 0
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Características de la Función de distribución Normal de dos variables

(Función normal bi-variada)

𝑋 =
𝑋1
𝑋2

Φ
𝑥1
𝑥2

= 𝐾 exp −
1

2

𝑥1 − 𝜇𝑋1
𝑥2 − 𝜇𝑋2

𝑡

𝐵
𝑥1 − 𝜇𝑋1
𝑥2 − 𝜇𝑋2

Φ 𝑥 = 𝐾 exp −
1

2
𝑥 − 𝜇 𝑡 𝐵 𝑥 − 𝜇

𝐵 = 𝐶−1 =
𝜎𝑋1
2 𝑐𝑜𝑣(𝑋2, 𝑋1)

𝑐𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋2) 𝜎𝑋2
2

−1

𝐵 =
1

𝜎𝑋1
2 𝜎𝑋2

2 − 𝑐𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋2)
2

𝜎𝑋2
2 −𝑐𝑜𝑣 𝑋2, 𝑋1

−𝑐𝑜𝑣 𝑋1, 𝑋2 𝜎𝑋1
2

Donde:

𝐾 =
1

2 𝜋 det 𝐵 ൗ1 2
Factor de normalización
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1. Distribución normal de dos variables con 𝑐𝑜𝑣 𝑋1, 𝑋2 = 0

𝐵 =

1

𝜎𝑋1
2 0

0
1

𝜎𝑋2
2

𝐾 =
1

2 𝜋 det 𝐵 ൗ1 2

𝐵 =
1

𝜎𝑋1
2 𝜎𝑋2

2 − 𝑐𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋2)
2

𝜎𝑋2
2 −𝑐𝑜𝑣 𝑋2, 𝑋1

−𝑐𝑜𝑣 𝑋1, 𝑋2 𝜎𝑋1
2

𝐾 =
1

2 𝜋 𝜎𝑋1𝜎𝑋2

Φ
𝑥1
𝑥2

=
1

2 𝜋 𝜎𝑋1𝜎𝑋2
exp −

1

2

𝑥1 − 𝜇𝑋1
𝜎𝑋1

2

+
𝑥2 − 𝜇𝑋2

𝜎𝑋2

2

∴
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Podemos verificar que la probabilidad total es 1:

ඵ

−∞

+∞

Φ 𝑥1, 𝑥2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = ඵ

−∞

+∞
1

2 𝜋 𝜎𝑋1𝜎𝑋2
exp −

1

2

𝑥1 − 𝜇𝑋1
𝜎𝑋1

2

+
𝑥2 − 𝜇𝑋2

𝜎𝑋2

2

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

=
1

2 𝜋 𝜎𝑋1𝜎𝑋2
න

−∞

+∞

exp −
1

2

𝑥1 − 𝜇𝑋1
𝜎𝑋1

2

𝑑𝑥1 න

−∞

+∞

exp −
1

2

𝑥2 − 𝜇𝑋2
𝜎𝑋2

2

𝑑𝑥2

ඵ

−∞

+∞

Φ 𝑥1, 𝑥2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =
1

2 𝜋 𝜎𝑋1𝜎𝑋2
2𝜋𝜎𝑋1 2𝜋𝜎𝑋2

ඵ

−∞

+∞

Φ 𝑥1, 𝑥2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 1
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2. Distribución normal de dos variables con 𝑐𝑜𝑣 𝑋1, 𝑋2 ≠ 0

𝐾 =
1

2 𝜋 det 𝐵 ൗ1 2

Φ
𝑥1
𝑥2

= 𝐾 exp −
1

2

𝑥1 − 𝜇𝑋1
𝑥2 − 𝜇𝑋2

𝑡

𝐵
𝑥1 − 𝜇𝑋1
𝑥2 − 𝜇𝑋2

𝐵 = 𝐶𝑋1,𝑋2
−1 𝐶𝑋1,𝑋2 =

𝜎𝑋1
2 𝑐𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋2)

𝑐𝑜𝑣(𝑋2, 𝑋1) 𝜎𝑋2
2

−1

𝐵 =
1

𝜎𝑋1
2 𝜎𝑋2

2 − 𝑐𝑜𝑣(𝑋2, 𝑋1)
2

𝜎𝑋2
2 −𝑐𝑜𝑣(𝑋2, 𝑋1)

−𝑐𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋2) 𝜎𝑋1
2

Donde:
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Representación gráfica:

Φ
𝑥1
𝑥2

= 𝐾 exp −
1

2

𝑥1 − 𝜇𝑋1
𝑥2 − 𝜇𝑋2

𝑡

𝐵
𝑥1 − 𝜇𝑋1
𝑥2 − 𝜇𝑋2
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𝐵´ =
1

1 − 𝜌𝑋1,𝑋2

1 −𝜌𝑋1,𝑋2
−𝜌𝑋1,𝑋2 1

Análisis de la matriz de varianza – covarianza

𝑈𝑖 =
𝑋𝑖 − 𝜇𝑋𝑖

𝜎𝑋𝑖
, 𝑖 = 1,2

𝑐𝑜𝑣 𝑈1, 𝑈2 =
𝑐𝑜𝑣 𝑋1, 𝑋2
𝜎𝑋1𝜎𝑋2

≡ 𝜌𝑋1,𝑋2

Φ
𝑢1
𝑢2

= 𝐾 exp −
1

2
𝑔 𝑢1, 𝑢2

𝑔 𝑢1, 𝑢2 = ത𝑢𝑡 𝐵′ ത𝑢

Luego, la densidad gaussiana conjunta queda expresada como: :

donde:

Transformamos las variables según:

𝜌𝑋1,𝑋2 Se llama coeficiente de correlación

𝑔 𝑢1, 𝑢2 =
1

1 − 𝜌𝑋1,𝑋2
𝑢1
2+ 𝑢2

2 − 2𝜌𝑋1,𝑋2𝑢1𝑢2
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Elipse de covarianza

Las curvas de igual probabilidad quedan definidas para:

Φ
𝑢1
𝑢2

= 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡1

1

1 − 𝜌𝑋1,𝑋2
𝑢1
2+ 𝑢2

2 − 2𝜌𝑋1,𝑋2𝑢1𝑢2 = 1

𝑔 𝑢1, 𝑢2 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡2

En particular, cuando 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡2 = 1:

Expresando la ecuación en las variables originales y reacomodando:

𝑥1 − 𝜇𝑋1
2

𝜎𝑥1
2 − 2𝜌𝑋1,𝑋2

𝑥1 − 𝜇𝑋1
𝜎𝑥1

𝑥1 − 𝜇𝑋2
𝜎𝑥2

+
𝑥2 − 𝜇𝑋2

2

𝜎𝑥2
2 = 1 − 𝜌𝑋1,𝑋2

La anterior ecuación define la elipse de covarianza y corresponde a la

curva tal que:

ඵ

𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒

Φ 𝑥1, 𝑥2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 ≈ 0.39
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Los parámetros de la elipse se puede determinar a partir de:

Angulo

Semi-eje mayor

Semi-eje menor


P1

P2

Experimento función normal conjunta con JupyterLab (Gaussiana1D.Ipynb,

Gaussian2D – Surface.ipynb y Gaussiana2D – Ellipses.ipynb
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