Repaso de transformacion de variable

Una funcidon de una variable aleatoria es también una variable aleatoria.

Parece natural plantearse: si se conoce la funcion densidad de
probabilidad de la primera, como es la expresion de la densidad de
probabilidad de la nueva variable.

Variable aleatoria con densidad

de probabilidad conocida: X, f(x)
Funcion que transforma de X a Y = Y(X)
Y.

Cual es la expresion de la
funcion de densidad de
probabilidad de Y?

g)

Estadistica Aplicada — Clase 3



Caso para una funcion Y(X) biyectiva y estrictamente creciente

Xfx)y Y=YX) g
Px<X<x+dx)=P(y<Y<y+dy)

Por correspondencia de areas:

x f(x)dx = g(y) dy

Area bajo ambas!
curvas de

probabilidad es
equivalente

- X

d
9 = FGx()) d—;

Expresion general para la funcion _ iy
densidad de probabilidad de Y: 9O = fxO))

dx
dy
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Transformacion de variables para el caso funcion de densidad de
probabilidad conjunta de dos variables

Es la generalizacion del caso de transformacion para una variable.

El punto de partida son dos variables
aleatorias con funciébn densidad de X, Y) ~ f(x,5)
probabilidad conjunta:

Sean U=UX,Y) y V=V(X,Y) funciones
deterministas que transforman el plano
(X,Y) en el plano (U, V)

U=UXY)yV=V(X,Y)

Como (X,Y)son variables aleatorias, (U,V)
también lo son.

Es natural preguntarse cual sera la
expresion de la funcion de densidad de
probabilidad conjunta para (U,V)?

U, V) ~g(u,v)
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Dominio de g(u,v): plano (u, v) Dominio de f(x, y): plano (x,y)

r Y

v U=UXyY) |
V=V(XY) e
dv ‘ dy "
u(x,y)+du
X=X (U,v) u(x.y)
du u 'y = Y(U, V) dx >

Condicion de igualdad de probabilidad entre los dos planos:

P((X,Y) €dA)=Pu<U<u+duv<V<v+dv)

f(x,y)dA = g(u,v) dudv

El punto clave es analizar la relacion de areas que hay entre un elemento
diferencial en el plano (u,v), definido por los puntos (u,v) y (u + du,v +
dv) y el correspondiente elemento en el plano (x,y). Es decir,
necesitamos la relacion entre dA y du dv, que es el area diferencial en el
plano (u, v).
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Plano (u, v)

v U=UX,Y)
V=V(XY)

X =X(U,V)
. Y =Y(U,V)

du

dy

-
Lt

Plano (x,y)

(x,y)+dv

v(x,y)

u(x,y)+du

u(x,y)

dx i

X, =x(u,v) xp =xu,v+dv)
Ya=yWv) yp=yWv+dv)

Se puede demostrar que:

x. = x(u+ du,v)
yC = y(u + dulv)

1 X4 Ya _
dA=1|1 x, vy, Valor absoluto del determinante.
L oxe e
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Luego, por desarrollo de Taylor:

dx
%, = x(u, v + dv) xp = x(u,v) + %dv
9,
yp =y, v+ dv) yp = y(u,v) + %dv
X
x, = x(u + du,v) x. =x(u,v) + adu
dy
ye =y +du,v) y. =yu,v) + adu
Reemplazando y haciendo algebra:
dx 0
1 x4 Ya EW a—y X,y
dA=11 x, yu|= u ududv=]( )dudv
dx OJdy u,v
L X Ye| |o= =
dv 0Jv

A J (%) se lo denomina ‘Jacobiano de la transformacion’
(definido por el valor absoluto del determinante).
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Finalmente, reemplazando en:
f(x,y)dA = g(u,v) du dv

X,y
u,v

f(x,y)]( ) dudv = g(u,v) du dv

Encontramos la expresion final de la transformacion:

gw,v) = f(x(w,v),y(w,v))]J (z i) donde: ](%

)=

dx

dx
v
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Generalizacion de elementos y conceptos para mas de dos
variables

Se define un vector de dimension n, donde cada componente es una v.a.:
X= (X, X, .. X)T
La funcion de distribucion conjunta se define como:

F(x1,%5, ., %) = P(X; < x1, X, <Xy, .0, Xy < Xp)
F(f) =P(X1 <x1,X2 <x2, ...,Xn <xn) NV/M*

La funcion de densidad de probabilidad conjunta se define como:

anF(xl, X9, ...,xn)

dx1 0x, ...0x,

) O"F(Z)

f(xlleJ '"lxn) =

* N.V/M. = Notacion vectorial / matricial
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La funcion de densidad de probabilidad marginal de x, se define
como:

400
400
fx,) = J j flxy, x5, v, xy) dxq dxy_1dx,pq ...dx,

+00
+00
Flx,) = j j FR) dxy o dXyqdysy o don

El Operador esperanza matematica se define como:

+ 00
+ 00
E[H(X1,X5, ..., X,,)] =f j H(x1, X9, .0, %) f(X1, X0, ., X)) dxq ...dxy

+ 00
+ 00
E[H(X)] = j j H® f@) dxy dx, NVIM,
En particular: e

400
+00
E[X,] = f j Xy (X1, %0, 0, Xp) dxq ... dx,
+00 -

Elx,] = j %, 9(x,) dx,
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Parametros que caracterizan el comportamiento estadistico del
vector X de v.a.

Vector de medias:
> T
g = (tx, b, - Hn)

ﬁ)_() — (E[Xl])E[XZ]'iE[Xn])T
iz = E[X] N.VIM.

Matriz de varianza-covarianza:

Cx = E|(X - i) (X~ iiz) |

E|(X—ux)’| o B[ = ) — )]
C)? =

_E[(Xn - ﬂX;.)(X1 - #1)] E l(Xn - .an)zl
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Elementos de la matriz: en la diagonal estan las varianzas y fuera de ella
estan las covarianzas:

Caso importante de vector de variables aleatorias es cuando estas son
independientes. Luego:

fX) = f(xq,x3, 00, %) = g1(x1)92(x3) ... gn (x)
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Transformacion de variables, generalizacion para mas de dos variables

i X= (X, Xg 0, X7
El punto de partida es un vector de v.a. con (X1, X2 n)

funcion densidad de probabilidad conjunta: X ~ f(%)

Se genera un vector nuevo de v.a. a partir de v =v(X)
. . o B ) ) 7
relaciones determinitas del vector anterior: V= (Yl(X), v,(%), ...,Yn(X))

La funcion densidad de probabilidad para el
nuevo vector sera:

dx4 0x,
I A W b dy, " dy Jacobiano de la
g =] <§> f&xG)) g <:> = a---l a---l transformacion (valor
Y/ 0% %%l ahsoluto del determinante).

0Yn 0Yn

12
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Ejemplo de transformacién para vector de 3 v.a. z
il .
Pl S
. [X] —e<X<+w _ [R] 0<R<+4o ./
X=1Y| -ow<¥VY<+o VY=[0| 0<0<27m o
Z —00 < Z < 400 Pl 0<d<nm ey
x /8l
X
f()_f) Funcion de densidad de probabilidad conjunta.
X =R cos(0) sin(d)
Y = R sin(0) sin(d) Transformaciones de variables.
Z =R cos(®)
- ‘f - >
9(y) =] (;) fx())
S cos(6) sin(p) sin(@) sin(e) sin(¢)
X
Ji (:) = absdet |—r sin(0) sin(p) 1 cos(0) sin(p) 0 = r? sin(e)
Y rcos(0) cos(p) rsin(08) cos(p) rcos(p)

g(r,0,¢9) =r*sin(e) f(x(r,0,9),y(,0,9),z(r,6,9))
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Transformaciones lineales de variables — Propagacion de errores

En la practica, es muy comun encontrar situaciones con
transformaciones lineales de variables aleatorias. El planteo de interes
es entender como se ‘transforman’/propagan’ los parametros
estadisticos (media y matriz de var-cov) del primer conjunto de
variables al segundo conjunto.

Como se verd mas adelante, incluso el problema general (no-lineal)
puede simplificarse desarrollando por series de Taylor y aplicando la
solucion para una transformacion lineal.

El punto de partida es un vector de v.a. con su matriz de var-cov.:

X=Xy, Xy o, X)T Cy =
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Por otro lado, se tiene r funciones lineales de X
Yl == a1 + tl 1X1 + tl 2X2 + tl an
YZ = az + tz 1X1 + tz ZXZ + tz an

YT‘ == ar + tT‘ 1X1 + tT‘ ZXZ + tT‘Tan
En notacion vectorial/matricial:
Y=TX+d

El objetivo es encontrar una expresion para la matriz var-cov de Y

Primero, buscamos la expresion para la media de Y:
iy = E[Y]

E[Y| =E[TX +d| =TE[X] +d = Tjiy; +d
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Luego, por definicion de matriz de var-cov:
Cp = E[(V ~ i) (F ~ fiy) |
Reemplazando las expresiones de Y Y iy
C; = E [(T)? +d—(Tig+a)) (TX +d - (Tig + a))T]
Cy = E[(TX - Tiig) (TX = Titg) | = E[T(X - iy) (X - i) T

Cy=TE[(X—fix) X —iip) | 77

. C3=TCsT" Expresion para la ley de propagacion de errores.
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Transformaciones no-lineales de variables — Propagacion de errores

El punto de partida es un vector de v.a. con su matriz de var-cov.:

X= (X, Xy o, X)T Cy =

Se tiene también, r funciones de X

Yl == Yl()_())
YZ == Yz()_())
Y, = Y.(X)

Y =Y(X) En notacion vectorial / matricial.
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Desarrollando por Taylor en torno a la media y quedandonos con los
terminos lineales:

dy,

N dy,
yien(ig) 45— (a—pe)+ b= (= hix,)
U 75
L, Oy 0y
Vr = YT(H)_(’) + — (xl - .uxl) + ..+ - (xn - ﬂxn)
9, 5,
x1ﬁ7 xn!—i}_(
0y1 9y1 ]
6x1ﬁ_) 6xnl—t;
Y~TX+ad T = a"'X a...X
9yr Yr
_6x1!—i)_(, 6xnﬁ>)_‘;_
0 = i (iix _ 0y 0y y
i = Yi\Uyg ax1# Xn axnﬁﬁ Xn
X

Luego:

Expresion para la ley de propagacion de
errores para el caso no-lineal. Atencion a la
forma de T, que es diferente del caso lineal.

CszC)?TT

18
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En algunos libros/publicaciones se puede encontrar la siguiente
expresion para las varianzas:

Si llamamos ‘error estadistico’, y le asignamos la letra A, a la desviacion
estandar de la variable, entonces:

n
dy;
b=~ 1D (5 ) A

N

Atencidn: la expresion anterior es valida unicamente para el caso en
que las componentes de X sean independientes, es decir que Cy es
diagonal para cualquier valor de X.

Si no se cumple esa condicion, hay que utilizar la expresion completa
gue tienen en cuenta las covarianzas.
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Ejemplo de transformaciones no-lineales de variables — Propagacidon de

errores

Se miden las coordenadas cartesianas de un punto en el plano (x,y)
con un instrumento tal que la desviacion estandar en x esde Imyen y
es 3 y estas son independientes entre si. Nos interesa entender como
se propagaran los errores cuando transformamos las coordenadas al

sistema polar.

Y a
i v X L 1 0 Ox = 1
g ¥=y] =y o oy = 3
________ ___.__________ .
Ox Transformaciones:
: X Y]
T S P
el 6 =arctan (—) T y x
* Tz r2
A [ y1"
_ | r r r
C;=TCzT" = y  x Cy y x
2 2] | r2 r2
20
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C7=TC)—(>TT=

Para avanzar en la compresion, analicemos la situacion como si

estuvieramos midiendo un punto en torno al punto (1,1):

T, =

Matriz de var-cov en el sistema polar:

Nl

N |

1 -

V2
1
2 |

Cy

1 1
S
—_
N =N

1 -

V2
1
2 |

o ol

§|4> o

!
V2 2
1 1
2

1 -

2

AN

V2
5
2 |
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Ahora desandemos el camino y volvamos al sistema cartesiano:

_ 5 4] _ [COS(H) —7 sin(0)
Co = V2 x =1 cos(0) ~ [sin(@) 71 cos(6)
Y 4 E y =1 sin(0)
V2 2 1 4 T
N
CD R |
— 1
Luego: \/2 |
J 1 10 A8 1-T
c. = |V2 V2| V2 _[1 01 Consistente, obtuvimos
X711 4 5|1 - lo 9] iz origi
= 1112 22 1 la matriz original.
\2 12 2112 |
Sin embargo, si hubiéramos usado
n 2 . :
5 dyi ) 15 0 Inconsistente, no obtuvimos
O-Y' =~ -~ Ux. C_’ — l . ..
—— 6xjﬁ J £ 10 5 la matriz original.
Jj= X

Absurdo: transformando y anti-transformando modificamos la matriz de var-cov
de las mediciones. El error esta en no considerar las covarianzas.

22
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