Funcion distribucidon de una variable aleatoria

Resumen clases anteriores

En las primeras clases analizaron situaciones en las que:

- un experimento puede dar un conjunto de resultados (eventos Ai)
- no es posible predecir con certeza cual sera el resultado

- es posible asociar una probabilidad de ocurrencia a cada evento.

Ejemplos simples de lo anterior es analizar los resultados posibles de lanzar
una moneda o un dado.

Variable aleatoria

Es una forma simple de gestionar de forma analitica las situaciones anteriores
consistente en asociar a cada evento Ai un numero real i. De esta manera, cada
evento puede caracterizarse por un unico valor de una variable aleatoria; el
resultado del experimento es una variable aleatoria (v.a.).

Las variables aleatorias pueden ser discretas o continuas.
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Ejemplos variable aleatoria

- Ej.1: En el experimento de arrojar una moneda podemos asociar “cara’ con
el nimero 0y “cruz” con el 1. De esa manera generamos una v.a. discreta
gue puede tomar dos valores: 0 o 1.

- Ej. 2: En el experimento de arrojar un dado con seis caras podemos asociar
la cara resultante a una variable que de el nimero de la cara. De esta
manera generamos un v.a. discreta que puede tomar los valores: 1, 2 ,3, 4,
5, 6.

- EJj.3: Si se busca estudiar el nUmero de billetes en circulacion como funcién
de su antigtiedad, la mas forma mas conveniente de abordar el problema
sera utilizar el ano de impresion de cada billete como una v.a. discreta, e.g. X
0 1949, 1950, ...

- Ej.4: Cualquier proceso productivo o0 de medicion estd sujeto a
iImperfecciones o fluctuaciones que llevan a variaciones en el resultado, que
puede ser descrito por una o varias v.a. continuas.

- Ej.5: Encuentre la funcion de probabilidad del experimento consistente en
tirar dos dados de dos caras y definir una v.a. que sea la suma de las caras.
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Funcion de distribucion de una variable aleatoria (Funcion acumulativa)

Sea X una variable aleatoria y sea x un numero real, entre -« y +e_ y queremos
estudiar la probabilidad del evento X < x.

Esta probabilidad es una funcién de x que se llama Funcién de Distribucion o
Funcion Distribucion acumulativa (Funcion acumulativa) dada por:

F(x) =P(X <x)

Algunos resultados (caracteristicas) de la funcion de distribucion:

1) lim F(x) = 11m PX<x)=PX€eE)=1

2) PX=2x)=1-F(x)=1-P(X <x)

3) lim F(x) = hm PX<x)=1- llm PX=x)=0

X—>—00
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Ejemplo: la Funcién de distribucion que surge de tirar un dado.

Carai - P(x=1i)=1/6

k (xk<x)
F(x) = P(X < x) F(x) = Z P(X = xi)
i=1

Representacion grafica:

Fix)

05
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Funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua

Las funciones de distribucion de mayor interés son continuas y diferenciables.
Esto permite definir la funcibn de densidad de probabilidad lineal (o
simplemente densidad de probabilidad) de una variable aleatoria como:

_dF(x)
fe) = —
Interpretacion:
P(X <x+dx)=F(x+dx) P(x <X <x+dx)=F(x+dx)—F()

P(X <x)=F(x)
Px<X<x+dx)=f(x)dx

Prob.deque x < X <x +dx
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Entonces, para una funcion de distribucion continua y diferenciable, la funcion

densidad de probabilidad es:
() = dF (x)
Jx) = dx

Reescribiendo la ecuacion en forma integral:

F(x) = jf(t)dt

Luego:
P(x; <X <x3)=F(x3) — F(xy)

P, <X < x,) = f 7 r0de — f Y e

P(x;<X<x,)= szf(t)dt
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Luego, podemos plantear:
F-) = [ f(odt=0

F(o0) = j F(Odt = 1

Funcion de distribucion y densidad - Interpretacion grafica

F(x) = jf(t)dt

P(x; < X <x3) = F(xz) — F(x1)

F(xp) — F(xy) = f ot

)|

F(x)
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Ejemplo de funcién de distribucion y densidad -

Interpretacion grafica

Posicion angular de la aguja de una rueda de la fortuna.

_11/360 0<x <360
f(x)—{ 0 resto
x<0
= — <
F(x) = <f360dt 0<x<360
x > 360
0 x<0
X
F =<{— <
(x) 360 0<x<360
1 x > 360

A f(x)

A

F(x)

o

360
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Parametros que caracterizan a una variable aleatoria

Cada variable aleatoria tiene asociado una conjunto de parametros que
permiten caracterizar su comportamiento. Existen parametros de
centralizacion y parametros de dispersion que dan informacion sobre la
forma de la densidad de probabilidad/funcién de probabilidad de la variable.

Los parametros de centralizacion son la media, la mediana y la moda.
Los parametros de dispersion son la varianza y la desviacion estandar.

Media o valor esperado: es la suma (integral para el caso continuo)
de todos los valores posibles xi de la variable aleatoria X multiplicada
por la correspondiente probabilidad.

k

Caso de variable aleatoria discreta: k= Z xi P(X = X;)
i=1

Caso de variable aleatoria continua::  u = j x f(x) dx
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Mediana: es aquel valor de los valores posibles para la variable
aleatoria X, tal que hace que su funcion distribucion sea igual a 0.5.

F (Xmediana) = 0.5

Xmediana
j f(x)dx =0.5

— 00

Moda: es aquel valor de los valores posibles para la variable aleatoria
X, en el cual su densidad de probabilidad, para el caso continuo, o su
funcion de probabilidad, caso discreto, es maxima.

Caso de variable aleatoria discreta: P(Xp04q) = maximo

Caso de variable aleatoria continua:: f(Xmodq) = maximo

Cuantil: es aquel valor de los valores posibles para la variable
aleatoria X, tal que hace que su funcion distribucion sea igual a g.

F(xq) = [ qf(x) dx =q
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Varianza: da informacion sobre la dispersion promedio de los posibles
valores de la variable aleatoria X en torno a su media.

k
Caso de variable aleatoria discreta: 42 = z(xi — W?P(X = x;)

i=1

+o00

Caso de variable aleatoria continua:  0° = f (x — w? f(x) dx

Desviacion estandar: se define como la raiz cuadrada positiva de la
varianza. Al igual que la varianza, da informacion sobre la dispersion
en torno a la media. Tiene la misma unidad que la media.

0=+\/§
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Interpretacion gréafica de los parametros

Media, mediana y moda

Media y desviacion estandar

f(x)

(a)

[l /X

c)

ua ub

Uuc
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Ejercicio: variable aleatoria, funcion probabilidad, funcién distribucion, parametros.

La tabla siguiente muestra la edad, en meses, a la que un grupo de 50
nios comenzd a caminar.

X, (en meses)

Nro de nifios

9

1

10

4

11

9

12

16

13

11

14

8

15

1

a) Calcular la probabilidad empirica.

b) Obtener la funcion de distribucion o probabilidad acumulada.
c) Calcular la media, moda y mediana (aprox.).

d) Calcular la varianza.

14
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Ejercicio: variable aleatoria, funcion probabilidad, funcion distribucion,

parametros.

Probabilidad empirica.

Funcion distribucion /

Funcion acumulativa

\

x (en meses) | Nro de nifios 2 F(xi)

9 1 1/50 0

10 4 4/50 1/50
11 ) 9/50 5/50
12 16 16/50 14/50
13 11 11/50 30/50
14 8 8/50 41/50
15 1 1/50 49/50
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Ejercicio 1: variable aleatoria, funcion probabilidad, funcion distribucion,

parametros. Funcion distribucion /
Probabilidad empiric Funcién acumulativa

% (en meses) | Nro de nifios | P, F(xi)

9 1 1/50 0

10 4 4/50 1/50

11 9 9/50 5/50

12 16 16/50 14/50

13 11 11/50 30/50

14 8 8/50 41/50

15 1 1/50 49/50

k
Media: U= x; P(X = x;) = 12 meses

=1

Mediana: F(Xmedigng) = 0.5 " Xmediana = entre 12 y 13 meses

: P(x ) = maximo —— «x = 12 meses
Moda: moda moda

Varianza: 0% = Zle(xi — w?P(X = x;) = 2.8 meses

Desviacion

i o = 1.7 meses
estandar::

16
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Ejercicio: variable aleatoria, funcion probabilidad, funcion distribucion, parametros.

Ny

H istoarama
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Ejercicio: variable aleatoria, funcion probabilidad, funcion distribucion, parametros.

Funcion de probabilidad, funciéon de distribucion y parametros del
experimento de lanzar dos dados y sumar su caras.

H istoarama
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Operador Esperanza

Sea X una v.a. y se define una nueva variable Y, como una funcion
determinista de X:

Y = HX)

Y es también una variable aleatoria con su funcion de distribucion y funcién
de densidad de probabilidad.

El Operador Esperanza aplicado a cualquier funcion de X, se define como:

n
Caso de variable aleatoria discreta: E[HX)] = Z H(x;) P(X = x;)
=1

+ 00
Caso de variable aleatoria continua: E[H(X)] = J H(x) f(x) dx

19
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Propiedades del operador E[ . ]

El operador E[ . ] es un operador ...:

Jozmﬂm+caﬂ=j [(H) + G)] f(x) dx

+o00

=f OOH(x)f(x) dx+J G(x) f(x) dx

= E[H(X)] + E[G(X)]

+ 00

2) Si A es constante : E[A] =j Af(x)dx = Af oof(x) dx = A

3) Si A es constante : E[AG(X)] = j 00/1 G(x) f(x)dx

+00

= Aj G(x) f(x) dx
= AE[G(X)]
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Aplicacion del operador esperanza — Momentos de una variable
El momento de orden [ de la variable X con respecto a C (constante), se

define como: ,
Uy = E[(X —C) |

Momento paraelcasodeC=0yl =1

E[X] =J xf(x)dx=pu < Media

Momentos para el caso de C U

to = E[(X — )°] = j FG) dx = 1

w = E[(X — )] = j (x = ! () dx

+ 00

=j+ooxf(x) dx — u f(x)dx =0

— 00

U, = E[(X —p)?] = Jjoo(x —w)? f(x) dx = 02 «——— Varianza

uz = E[(X — 3] = j (=W’ f@)dx=2  +—— Sesgo

Estadistica Aplicada — Clase 2

21




Ejercicio: aplicacion del operador E[ .] para algunos resultados.

1)  ElcX] = cE[X]

2) ok =c?cf

3) Obtener la media y desviacion estandar de:
X — Uy
u= —
Ox

Se dice que esta variable esta normalizada o estandarizada:
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Desigualdad de Chevychev

Si X es una v.a. de la cual conocemos su media y varianza. La
Desigualdad de Chevychev dice que para cual nimero positivo k:

1

P(X —pux|l = koy) < K2

La desigualdad establece una cota inferior a la probabilidad de que la
variable se encuentre en un cierto intervalo en torno a la media.

Vale para cualquier v.a. sin importar su funcion de probabilidad o funcion
de densidad de probabilidad.
Ejemplo, para k =3

1
P(IX —uxl 230x) < 2

O

Demostracion en el pizarron
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Transformacion de variables

Una funcidon de una variable aleatoria es también una variable aleatoria.

Parece natural plantearse: si se conoce la funcion densidad de
probabilidad de la primera, como es la expresion de la densidad de
probabilidad de la nueva variable?

Variable aleatoria con densidad

de probabilidad conocida: X, f(x)
Funcion que transforma de X a Y = Y(X)
Y.

Cual es la expresion de la
funcion de densidad de
probabilidad de Y?

g)

24
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Caso para una funcion Y(X) biyectiva y estrictamente creciente

XLI®) Y=Y 90)

Px<X<x+dx)=Py<Y<y+dy)

Por correspondencia de areas:

f(x)dx = g(y) dy

Area bajo ambas!
curvas de

probabilidad es
equivalente

- X

d
I = FG&x()) d—i

25
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Caso para una funcion Y(X) biyectiva y estrictamente decreciente

X)) vy=vX) g0

Px<X<x+dx)=Py+dy<Y<y)

y Por correspondencia de areas y
considerando que tienen que ser
positivas: :

f(x)dx =—g(y) dy

dx

gy) = f(x)) <— d—y)

26
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Resumiendo: expresion general para la transformacion

Variable aleatoria con densidad de X, f(x)
probabilidad conocida:

Funcion que transforma de X a'V: Y =Y(X)

d
Funcion densidad de probabilidad de Y: g) = f(x(y)) ‘d—;‘

Estadistica Aplicada — Clase 2
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Ejemplo de transformacion de variables

3x2 0<x<1
X, X) = - =
/@) {0 resto

y
X == 21
_ 5 dx X) 2
V=5X 9 = fFx)) |d—‘= 3(5 5 0=y=>
dx _1 Y 0 resto
dy| 5
30 3,

2.5¢ 2.5+¢

1.5+ 1.5

0.5¢ 0.5r /
0 L L L L ! L I i |
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Caso para una funciéon Y(X) no sea biyectiva

Si la funcion de transformacion (relacion entre las variables) no es
biyectiva, se deber dividir el problema en situaciones en que se cumpla
la condicion.

Por ejemplo:

X, f(X) Variable definida en los reales y funcion densidad de
probabilidad

Y = X2 Relacién no biyectiva:

Hay que dividir el intervalo de x en dos regiones, x 2 0y x <0, y obtener
una expresion de g(y) para cada rama y luego combinarlas.

4

3.5

3

2.5
> 2
1.5

1

o3| ] Demostracion en el pizarron

0
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