Funcion caracteristica

Sea X una variable con funcion de probabilidad F(x) = Prob(X <x) y
densidad de probabilidad f(x) la funcion caracteristica de X queda
definida como:

@x(t) = E[exp(itX)] = E|e'¥]

Como veremos, la funcion caracteristica es de mucha utilidad en
demostraciones de resultados y propiedades de variables aleatorias.

Permite transformar (y anti-transformar) la funcion de densidad de
probabilidad al campo complejo donde la funcion se simplifica, operar y
volver al campo real.

El concepto de funcion caracteristica es equivalente al de transformada y
anti-transformada de Fourier.
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Para el caso en que X es continua:
+o00

p(t) = Elexp(itX)] = J exp(itx) f(x) dx

— 00

Para el caso en que X es discreta:

o) = Elexp(it)] = ) exp(itx) P(X = x7)

l

Para el caso en que X es discreta, la anti-transformada esta dada por la

expresion:
1 [+
fOx) = = | exp(=itx) (t) dt
2T ) _
+ 00

for =5

(cos(tx) — 1 Sin(tx)) p(t) dt

Estadistica Aplicada — Clase 5



Momentos de la variable X de orden n respecto al origen (definicion):

A, = E[X"] = j+oox" f(x)dx

Por otro lado vemos que derivando ¢ respecto de t tenemos:
+ 00

d?i,gt) =" J x™ exp(itx) f(x) dx

— 00

oM (1) =

Luego:
A = " (0)

En particular, para la media tenemos:

n=21 =@0)
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Momentos de la variable X de orden n respecto a al media u:

Definimos: W =X — U
+ 00

ow () = Elexp(itW)] = j exp(itw) g(w) dw

— 00

Como: 2% _ 1—— gw) =f(x)

dw

dx
E‘ = f(x)

o (©) = Elexpliow)] = [ exp(itCx - 1) () dx

— 00

d" (1) _

M)y _
@y (t) = Tem

[ G- wm exp(iete - ) £x) dx
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0@ =i | G exp(ietx - w) £() dx
PP =i | G- " £G) d

oM (0) = i"E[(x — 1))

La expresion anterior relaciona los momentos respecto a la media con
las derivadas de la funcion caracteristica.

En particular, para la varianza tenemos:

0% = E[(x — )% = 03 (0)
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Funciones caracteristicas mas comunes

1. Funcion caracteristica de la densidad de probabilidad de Poisson

1
P(k) = o Ak exp(=2)

(00]

0k (©) = Elexp(itk)] = ) exp(itk) P(k)
k=0

1
= Z exp(itk) o A% exp(—2)
- !

1
= exp(—A1) Z exp(itk) o Ak
e !

k
= exp(—A4) Z % (/1 exp(it))
K

@i (t) = exp(—2) exp(4 e't)

Luego:
Funcion.,de densidad Funcidn caracteristica

1 )
P(k) = o A exp(=2) «—  @g(t) =exp ()l(e‘t — 1))
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2. Funcion caracteristica de la densidad de probabilidad de Gauss

00 == e (-3 S0

V2 1oy 2 oy
+ o0 1 1 ( )2
X — Ux
t) = Elexpn(itX)| = j exp(itx) ——— exp| —= dx
o x
Luego:
Funcidon de densidad Funcidn caracteristica
1 1 (x—uX)2> _ . 1,5,
xX) =— exp| —— «——  @x(t) = exp(ituy) exp| —5ox t

Comentario: la funcion caracteristica de una funcion de Gauss con media igual a cero
tiene ella misma una funcion de distribucion de Gauss. El producto de las varianzas de
ambas es igual a 1.

* La demostracion es compleja y utiliza nUmeros complejos, se puede ver en las pp. 86 y 87 del
Brandt.
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Resultado importante: sean X e Y dos variables aleatorias
independientes y definimos W como la suma de las anteriores.

Si  X,Yindependientes —— f;,(x,y) = fi, (X)f, (¥)

W=X+Y
ow(t) = Elexp(itW)] = Elexp(it(X + Y))]
= Elexp(itX + itY)]
- E[exp(itX) exp(itY)] Porque son indep.

= Elexp(itX)]E[exp(itY)]

Px+y () = @x(t) @y(t)

Es decir: la funcion caracteristica de la suma de dos variables aleatorias es
igual al producto de las funciones caracteristicas de las variables
individuales. A continuacion hay ejemplos del uso de este resultado.
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Por ejemplo, sean X e Y variables aleatorias independientes con funcién
densidad de probabilidad de Poisson. Aplicando el resultado anterior
podemos encontrar la funcion densidad de probabilidad de Z=X +.

1
Py(x) = ! A" exp(—Ax) px(t) = exp (AX(eit — 1))

Py(y) = % 1Y exp(—21y) @y (t) = exp (ly(e“ - 1))
Entonces, para:
Z=X+Y — @z(t) = px(t) py(t)
= @x(8) py(t)
= exp (Ax (e — 1)) exp (2, (e’ — 1))

= exp ((AX + Ay) (et — 1))
La expresion resultante se corresponde con una funcion de Poisson
donde A = Ay + Ay. Luego:

@z(t) = exp ((llx + Ay) (eit - 1)) — Pz(2) = % (Ax + Ay)? exp(—(Ax + Ay))
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Teorema Central del Limite

Consideremos una variable aleatoria X, que sea la suma de los resultados
de n experimentos X;. Los X; son variables aleatorias independientes con

la misma funcion de densidad de probabilidad (no importa cual), con
media a y varianza b?.

El Teorema Central de Limite establece que:

n

N—00
=1

Tendra una funcion de densidad de probabilidad de Gauss con media y
varianza iguales a:

Hx = na

o2 = nb?

10
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Demostracion

Definimos:
Xi=Xi—a @'x,(0)=p; =0 ¢ ", (0) =—b?
Desarrollando por Taylor la funcién caracteristica de X';:
ox () =1+0¢t— %bz £2 4 ...

Haciendo un cambio de variables:

X,i X—a .
U. = = — @y, = Elexp(itU;)]
‘T byn  byn Y lX,.
= E|exp| it :
b+/n
t
- (pX'i (b \/ﬁ)
£2
py;(£) =1- ot
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Luego, definimos una variable nueva y aplicamos el resultado que la funcion

caracteristica de una suma es el producto de las funciones caracteristicas:
n

. n
U=lm YU pu(®) = lim {(pUi(t)}z ]
= t
~ lim {1 _E, }

n—oo 2n

1
= exp <_§ t2>

Luego, la funcidon densidad de probabilidad que corresponde a esta funcion

caracteristica es:
1 1
fu) = exp\ —5 u?

V2T 2

Es decir, la funcion de Gauss de media cero y varianza 1.

Finalmente, como:
n

1
| m a1 fr() = ——ex (— (x - )2)
U= Vs A b 2 nb?

=1

Estadistica Aplicada — Clase 5

12




Experimento de verificacion del Teorema Central del Limite con
JupyterLab (TCL Expl.ipynb)

Generamos una serie aleatoria que surge del calcular el promedio de
las caras en una tirada de K dados.

Repetimos el proceso N veces.

1
Cara de un dado: x — P(x=i)=g =1,2,3,4,5,6
K
_ 1
Tirada 1: X1, X2, e X Z1 = K Zx
j=1
K
_ 1
Tirada N: X1, X2, v XK . ZN = K Zx]
j=1
K
1 1
u, =E[Z]=E =z .5 =% ZE[x]] = E[x,] = 3.5
j=1 j=1

Luego, segun el TCL:

Z Tiene una funciéon de densidad de Gauss con media 3.5

Estadistica Aplicada — Clase 5

13



Funcion de distribuciéon Normal (o Gaussiana) conjunta

Funcion Normal o de Gauss para una variable:

1 1 — 2
A, exp<_5 = )
X X

1 1 1
= ex —— X — — X —
mO_X p 2 ( nuX) O')%( MX))

Generalizacion para N variables:

X=X, Xp o, X)) —— o) = Kexp(—%(f—a)tB(Y—E))

®(X): RY > R

K — Factor de normalizacion

a —— \ectorde Nx1

p —— Matrizde N x N, simétricay
definida positiva
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Caracteristicas de Funcion de distribucion Normal conjunta

1. El valor esperado de X es: E[X] = a

®(X) es simétrica respecto de a, luego:

W_:O(E—a) d(x)dx =0

El[x—a)]=0 —— E[x]=a

~ aeslamedia de x porlo que se lo escribe como a = i

Estadistica Aplicada — Clase 5
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2. Se cumple que: B = C;*

Derivando la integral de punto 1 respecto de a

%( Hf_:o(f —a)P(x) dx ) =0

% (Xt AX) =2XtA, para A simétrica

j I — -7 @—a) B o) dx = 0

E[(x—a) (x—a)'] B = J d(x) dx

CxB =1
B=Cz'

~ B es lainversa de la matriz de var-covar de x

16
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Caracteristicas de Funcion de distribucion Normal de dos variables
(Funcion normal bi-variada)

— T _ 1 _ _ _
X = Xl] P(x) = KeXp<—§ (x—u)tB(x—u)>
| X7
X1] _1 x1—ﬂxlr [x1—11x1]
¢ _le B Kexp( 2 [xz — Hx, B x, — Hx,
Donde:
-1
P %, cov(Xy, X1)
cov(Xy, X5) oy,
5 1 oy, —cov(Xy, X1)

0%, 0%, — cov(Xy,Xp) |—cov(Xy, X5) 0%,

1
K =

— - —— — Factor de normalizacion
(2 ) /2" (detB) /2

Estadistica Aplicada — Clase 5
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1. Distribuciéon normal de dos variables con cov(X1,X2) =0

(1
5 1 0%, —cov(Xy, X;) O-_)%l
0%, 0%, — cov(Xy,Xp) |—cov(Xy, X,) 0%, b= 0
K = ! K=
(2 ) (detB) /2 (2 ) oy, 0%,

2 2
o] - memaee(-1 () (5)
(2 n) Ox, Ox, 2 Ox, Ox,
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Podemos verificar que la probabilidad total es 1.:

+ 00 o

1
ﬂ (1, x7) dx1dx; = ﬂ @n)ogox, " <_
— 00 - 1 2

1

2

(

.qu

2
X1~ .qu) (xz -
O'X1 Oy

2

2
) ) dx,dx,

1 + oo 1 2 +00 1 2
X1 — Xy —
_ J exp [ -+ <1_“X1> il j exp [ -+ (2_“Xz> 1o
(2 m) oy, 0x, J 2 Ox, 2 Ox,

— 00

+ 00
jf d(xqy,x,) dxidx, =

400
ﬂ D (xq,x,) dx;dx, =1

Estadistica Aplicada — Clase 5
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2. Distribucion normal de dos variables con cov(X1,X2) # 0

o] = kew(—3 [ 2l s [ )

Donde
1

K —_

(2 1) (det B) />

2 X, X
5 CXX—l Cy v = Ox cov(Xy, X3)
142 a2 cov(X,,X1) 0§2

N 1 ox, —cov(X3, X1)

O-)%lo-)%Z — cov(X,,X1)? |—cov(Xy,X,) 0)%1

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Representacion grafica:

X1 1
CD[ ]= K exp —5

[xl —uxlr B
X2 — Ux,

[x1 - HX1]
X2 — Ux,

0.24]
01df
9107
>
JosT
X
Tnos]
0.04]
0.0If
P
-f..”n?ﬁp 3 2 1 0 -1 -2 -3

0.14 7

~ 010
5 008

X
5 006
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Analisis de la matriz de varianza — covarianza
Transformamos las variables segun:

cov(Xy, X3)
Xi — Uy, cov(Uy, Uy) = =
— l—ll)(l’i — 1,2 _ 1 2 O-Xlo-XZ le’XZ

U;
O-Xi

Px1.X:  Se llama coeficiente de correlacién

Luego, la densidad gaussiana conjunta queda expresada como:

1
O[] = Kex (—Eg(ul,uz) )

donde: . )
—Px,x
u,u,) = utB'u B’ = [ v 2]
g, uz) 1 —px, x, [TPx1.x 1
g(ug,up) = 1 (uf+uf - prl,xzuﬂlz)
Px,,x,

22
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Elipse de covarianza

Las curvas de igual probabilidad quedan definidas para:
o [le — Constl —— 9y, up) = Const2
2

En particular, cuando Const2 = 1:
1

1 - Px,x,

(u2+u3 — 2pyx, x,uqtuy) =1

Expresando la ecuacion en la variables originales y reacomodando:

2 2
(x1 — .le) — 2P x, <x1 — HX1> <x1 — .UX2> + (xz — IJXZ) _

=1-p
2 2 X1.X>
Ox, Oy Oy Ox,

1 2

La anterior ecuacion define la elipse de covarianza y corresponde a la
curva tal que:
1

U d(xq,x,)dxydx, =1 —e 2 =~ 0.39
A

23
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Los parametros de la elipse se puede determinar a partir de:

2po10n

Angulo — tan2a = ——
oy — 03
. . 2.2 1— 2
Semi-eje mayor SO . 1A A o 0
05 cos“a —2poorsina cosa + o sin” «
o ) _ ofo3(1—p?)
Semi-eje menor — Py = 5

o5 sin & 4 2po o3 sina cos o + ofcos?a

.(“xg) 0y =42.00. ?, =I 1.0?, e = 0.00
X9 2 | )
o, = 200, 0, = 100, ¢ = -50 ?o@
T T =2 F -
X
2 2 P2 _L L ' 1
to Lo L
P1 0y = 200, 0, = 100, ¢ = 0.90
-2 4 e
=% I X2 , .
-L -2 0 2 4 L % .
—& Xy ?0
-2 .
_L 1 1
-4 -2 0 2 4
—

Experimento funcion normal conjunta con JupyterLab (GaussianalD.lpynb,
Gaussian2D — Surface.ipynb y Gaussiana2D — Ellipses.ipynb

24
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mux= -40.00 muy= 20.00
sgmx= 20.00 sgmy= 20.00 ccor = 0.80

mux=-40.00 muy= 20.00
sgmx= 20.00 sgmy= 20.00 ccor = 0.00

100 100 -
75 | 75 |
50 1 50 4
5 5 .
04 04 .
—25 4 :+ —25 1 N
T - -50 1 b
—75 A —75 1
-100 . . . . . -100 | | | .
-100 50 0 50 100 -100 -s0 0 50
m 4
.
20 1
D_
—20
-40 1
60 1
-100 75 —s0 25 P 100
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Muestreo aleatorio

Las clases anteriores presentamos una numero de distribuciones
(funciones de densidad de probabilidad) pero no dijimos nada de como
obtenerlas para casos particulares. Solamente presentamos la funcion que
describe la probabilidad de que una variable esté en cierto intervalo.

Esta funcion depende de ciertos parametros (por ejemplo u y o para la
funcion de Gauss o0 A para la funcion de Poisson) que, en general, son
desconocidos.

Por lo tanto, no tenemos conocimiento directo de la distribucion de
probabilidad y debemos aproximarla por la distribucion de frecuencia,
obtenida de forma experimental.

El conjunto de mediciones que utilicemos se llama muestra y siempre sera
finita.

26
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Definiciones

Poblacion: conjunto con todos los posibles resultados de una observacion

individual. En general, la cantidad de resultados es infinita.

Muestra: es un subconjunto de elementos de la poblacion. Por definicion,
la cantidad de elementos es finita. Una muestra con n elementos se dice

que es una muestra de tamario n.

Sea la poblacion de los posibles resultados de la variable X, con una
funcion de densidad de probabilidad f(x). Supongamos que tomamos |

muestras de tamano n:

Muestra 1: x®P x, . x W
Muestra j: xP, xD ... xD
Muestra L: x®,x® ... x®

Definimos el vector que contiene las n mediciones de una muestra como:
70 = (x0, %P, x0)

Estadistica Aplicada — Clase 5
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La funcion de densidad de probabilidad de este vector sera:

g(f) — g(xlleI '”;xn)

Esta funcion debe satisfacer dos condiciones para que la muestra se

considere aleatoria (random). Si cumple estas condiciones entonces
la muestra es aleatoria.

a) Las mediciones individuales x; deben ser independientes, luego:

g(x) = g91(x1) g2(x2) -+ gn(xn)
b) Las funciones marginales individuales deben ser idénticas e iguales a:

91(x) = g (x) = = g, (x) = f(x)
Luego: g(x) = fx)f (x2) - f(xn)
Si una muestra cumple estas condiciones entonces la muestra es

aleatoria y la funcidn conjunta se simplifica significativamente.
De aqui en mas la palabra muestra refiere a muestra aleatoria.

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Funcion distribucion empirica

Supongamos una muestra de dimension n de la variable X, representada
por el conjunto {x;,i = 1,n}. Supongamos que los valores de la muestra
se encuentran ordenados de menor a mayor. Se define la funcion de
distribucion empirica como:

n, es la cantidad de elementos tales que: X < x

Ny
Wn(x) =
n n tamano de la muestra

., . 1
Es una funcion escalera que se incrementa en - cuando x se hace mayor
gue un elemento de la muestra.

La funcion también se llama funcién de distribucion de la muestra y es
una aproximacion de la funcién de distribucién de la poblacién F(x).

Se puede entender que:
F(x) = lim W, (x)
n—>00

29
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Estadistico: es cualquier funciéon de los elementos de una muestra. Como
la muestra es una variable aleatoria, el estadistico también lo es.

Una situacion comun en el analisis de datos es conocer la expresion
matematica de la funcion densidad de probabilidad de una poblacion, pero
desconocer los valores de los parametros.

La solucion consiste tomar una muestra (finita) de la variable o de

variables relativas y determinar los valores de los parametros, de la forma

mas exacta posible.

Como la muestra es finita, nunca vamos a obtener los valores exactos de
los parametros, lo que obtenemos son estimadores de los parametros.

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Estimador de un parametro: es un estadistico que sirve para estimar el
valor de un parametro de una funcion de probabilidad, a partir de una
muestra.

S = S(xl,xz,---,xn)

Sea:
S =5(xq,%5,+,x,,) €stimador de A

a) Estimador sin sesgo: es aquel que sin importar el tamano de la
muestra, el valor esperador del estimador es igual al parametro que estima

E[S] =21

b) Estimador consistente: es aquel cuya varianza tiende a cero cuando el
tamano de la muestra crece arbitrariamente.

lim o(S) =0

n—->oo
c) Estimador eficiente: en muchas situaciones es posible obtener una
cota para el estimador de la varianza del estimador. El estimador cuya
varianza se aproxime mas a la cota se dice que es el mas eficiente.

31
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Muestreo de una poblacion homogénea — Estimadores de parametros

El caso de mayor aplicacion es el relativo a una muestra, {X,X,, -+, X, }, de
una poblacion de infinitos valores descrita por la funcion de densidad de

probabilidad f(x). Entonces, tenemos que:
ElX] = [ xgi)dx = [[7xf(x)dx = py y o(X) = oy.

1. Estimador de la media de la poblacion / Media muestral:
n

1 ¥
MX_EZ i
i=1

1. a Verificacion de ausencia de sesgo
n

=, MELX] ~ Elfix] = px

32
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1.b Verificacion de consistencia

|

UZ(ﬁx) = E[(fix — llx)z]

n
1
=F1ll| —
n

n
Xi—ﬁﬂx

2.

i=1
n

1
=3 E <2(Xi — lix)
i=1
n
1 2
= — Y Bl - p)?)
i=1
n
=3 o?(X;)
i=1
_ 9%
B n

Conclusion de l.a y 1.b: la media

|

Varianza de la media de la muestra

2

2

n

1
+ ") Z E[(Xi — .UX)(Xj — .UX)]
=1
i#]j

2
. _ . Ox
lim 0%(fiy) = lim — -0

de la muestra (también llamado

promedio simple o media aritmética) es un buen estimador de la media

(parametro) de la poblacion.
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2. Estimador de la varianza de la poblacion / Varianza muestral:

Como estimador de la varianza de la poblacion, podemos probar con
la media aritmética (promedio) del cuadrado de las diferencias:

n
! 1 ~
§'% = Ez(xi — fix)’
i=1

2. a Verificacion de ausencia de sesgo
1 n
—_ X: — [iv)?
2 D (K= ) ]
=1

n
Z(Xi — Ux + Ux — ﬁx)zl
i=1

E[S"?] =E

1
=_F
n

1 n n n
- 5{2 ELC — m)?] + ;E[mx — 1?1 +2 ) EICG — 1) (tx — ﬁx)]}

i=1

=1

n n n
1 1 N
= E{Z oZ + Zgag + ZZ E[(X; = px) (ux — ux)]}
i=1 =1 —

34
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E[(X; — ux)(ux — fix)] = —E[(X; — pux) (fix — tx)]

n

1
= —E|(X; — ux) EE(XJ- — liX)
j=1
1 n
= > B[~ ) (X~ i)
4=1
_ 9%
Luego: n
1(x ) L 52
E[S'? =_z 2 z_ 2 _ z_X
[S ] n{ O-X + nO'X 2 "
=1 1=1 i=1
1
- 2 _ 2
O-X nO'X
n—1
E[S'2] = 2
2] = ——0f
No es un buen estimador porque depende de n
Estadistica Aplicada — Clase 5 J-z\“
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Sin embargo, la expresion anterior nos permite proponer otro estimador
gue eliminara el sesgo:

n
1
$2=—= ) (= f)?
i=1

n—1
Verifiquemos:
PR
Fls?] = F|— 1Z<xl- —w]
L =1
] &
n
= F — C— [1)2
g 2 D K= ) ]
L n =1
=E —5’2]
[n— 1
n n—1
— 2
n—1 n ox
E[S?] = of

S es un estimador sin sesgo

Estadistica Aplicada — Clase 5
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2. b Verificacion de consistencia

La varianza de la varianza de la poblacion tiene esta expresion
(no la vamos a demostrar):

2

2
02(52)=< % ) 2(n—1)

n—1

2
(5% = — Oy
4

lim 02(S?) = lim

n—oo n-ocon —

-0

Conclusion de 2.ay 2.b: la varianza de la muestra es un buen estimador
de la varianza (parametro) de la poblacion.
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Recapitulando:

Sea {X{,X,,:+,X,} una muestra de una poblacion de infinitos valores
descrita por la funcion de densidad de probabilidad f(x).

La situacion es equivalente a tener un conjunto de n mediciones de una
cierta cantidad d. Entonces podemos pensar X; =d+v; con uy=d y
Vi~ N(O, O').

Entonces:

1. Media muestral: fiy = ZXi

a) Es un buen estimador de la media de la poblacion.
. : , S2
b) El estimador de su varianza esta dado por: 4 ?(jiy) = —
n
c) Por el Teorema Central del Limite, su funciéon de densidad de
probabilidad es una funcidon de Guass con media uy. Esto tiene
implicancias en la distribucion de la probabilidad en torno a la

media.
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n
- : 1
2. Varianza muestral: g2 _ 52 _ — 1Z(Xi — )2
i=1

a) Es un buen estimador de la varianza de la poblacion.
b) El estimador de su varianza esta dado por: 62%(5?%) = ms‘*
c) Su funcidon de densidad de probabilidad es una funcion de Chi-2.

d) También se la puede designa con el simbolo 62
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39




Ejercicio con JupyterLab:

Histograma, Grafico de frecuencias, Funcion distribucion empirica.

Muestra, media y varianza poblacionales, media y varianza muestrales

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Muestreo aleatorio de una poblacion in-homogénea

Sea G una poblacion dividida en diferentes subpoblaciones
G, G,,Gs,+++,G,, cada una descrita por una funcion de densidad de
probabilidad diferente f;(x), fo(x), -+, fi (x).

Ejemplo: podemos pensar a G como al conjunto de todos los estudiantes
universitarios de un pais y G4, G, -, G, representan a las subpoblaciones
de estudiantes de las universidades 1,2,---,t. Supongamos que una
cantidad X (variable) de interés tiene funciones de densidad de

probabilidad f;(x), f(x), -+, f: (x).

A partir de esto, las funciones de distribucion (prob. acumulada)
individuales se pueden escribir como:

Fi(x) =P(X <x/X € G;)
X
RO = | A
Recordando probabilidad:

t
Si: G=06G;+G;+ Gz3+-+G — P(B)=ZP(B/Gi)P(Gi)
i=1
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Luego, podemos plantear que la funcion de distribucion (acumulada) de la
poblacion tiene la forma:

F(x) =P(X <x)
t

t
P(B) = » P(B/GY) P(G))
i=1

F(x) =

l

t
F(x) =2Fi(x) Di p; = P(X € G;)
i=1

P(X <x /X € G;) P(X € G))
1

Finalmente, la funcion densidad de probabilidad de la poblacion sera:

t
Fx) = Z £.(x) p; A esta expresion se la describe
— como ‘promedio pesado’
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Media de una poblaciéon in-homogénea

iy = E[X] = f x f(x) dx

- [ Zﬂ(x) pidx
t +o00

=;j_ooxfi(x)dxpi
t

= Zﬂxi Di
=1

Ux = Z”X‘ p; <—— Promedio pesado de las
i=1 medias de cada poblacion

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Varianza de una poblacion in-homogénea

o2(X) = j (x — x)? F (%) dx

- j e ux)Zme) py dx
z pljm(x — iy, F iy, — py) fi() dx

ff;o(x - P‘Xi)(.uxi — .Ux)fi(x) dx =10

= Z Pi{j_ (x — Mxi)z fi(x) dx + ('“Xi — ,uX)Z f_ f;(x) dx _|_}

i=1

~

t t
(M) =D i oF + ) pi(r,— hx)’
i=/ i=1 \

: Acuerdo externo
Acuerdo interno
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Estimadores de los parametros de una poblacion in-homogénea

Las expresiones vistas de las paginas anteriores nos permiten definir
expresiones para los estimadores de la media, la varianza del estimador de
la media y la varianza de una poblacion in-homogénia

1. Estimador de la media de |la poblacion:

t
— 2 fx
i=1

2. Estimador de la varianza del estimador de media;

.UX1
fx = [p1 D2 D]

CTtXi =
Aplicando propagacion de errores:
G, = [P1 P2+ Pe] Gy [P1 D2+ P ]*
t t
~2 ~2 O-)%l
i = £, %0x, PiT T P
i=1 =

s _
ix,s 0---0
05, 00
0- o

”Xt
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Las expresiones anteriores son validas para:

- el caso de tener una muestra de cada subpoblacion de manera que pueda
estimar los valores de los parametros poblacionales

- el caso de tener para cada subpoblacion un solo valor y su estimador de

varianza. Para este caso tenemos que n; = 1

3. Estimador de la media de la poblacion:
t t
- - - - \2
W0 = pi 6, + ) piix,— fix)
i=1 i=1

Para poder utilizar las expresiones anteriores todavia falta encontrar
expresiones para los p;.
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Funcion de Verosimilitud

Esta funcion se utiliza para encontrar las expresiones de los estimadores
de parametros de una funcion de densidad de probabilidad para casos
mas generales de los que vimos hasta el momento (estimador de media y
varianza de poblacion homogénea).

Tenemos un vector, A = (Al,ﬂz,---,ﬂp)’, con los parametros de la funcion
de probabilidad de un vector de variables aleatorias, X = (X1, X5, -+, X5)
dada por F (9? Z).

Si tenemos una muestra ¥, podemos pensar a F (9? /1) como una funcioén
de A.

Sea xU) = (x§f>,x§f>,.--,x,§f>) una muestra cuya probabilidad a posteriori

(conociendo los valores de la muestra) es:

dPW) = f (,z(j),j) dx ——— probabili_dad d_e que saliera un valor
entre ¥ y ¥U) + dx
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Si tomamos una muestra de tamanio N (es decir tomamos N valores
independientes de la variable x,

(0, @, ... g}
Su probabilidad total sera:

N
dp = 1_[ f(20,7) az
j=1

A partir de la expresion anterior, se define la Funcion de Verosimilitud que
depende de A. Se la llama con la letra L y a su logaritmo con [:

N
f(;c’(j), ,{) Zl"’ »(1) ;L )

Ly | son funciones de la muestra por lo que ellas mismas son variables
aleatorias y no deben confundirse con funciones de densidad de probabilidad.

h
VS
oy
N——"
[l
.
I |2
=
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Método de maxima Verosimilitud (mas confiables)

El método establece que los parametros mas confiables son los que hacen
maxima la Funciéon de Verosimilitud.

El problema de encontrar el mejor estimador para A se transformar en
encontrar la expresion de A que haga maxima la Funcion de Verosimilitud.

Lo que equivale a buscar A tal que:

ai l(/l)=0,i= 1,p

Por ejemplo, supongamos que la funcion densidad de probabilidad depende
solamente de un parametro A. Podemos escribir:
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N

% (1) = z o (z,2)

i=1

Donde:

o (59).7) = 7 (0, 7)

f(20,7)

Es la derivada logaritmica de f( ) )L)

El problema de encontrar el mejor estimador para A se transformar en

encontrar la expresion de A tal que:

N

Z(p (1),1 — 0

i=1

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Aplicacion del método a mediciones con diferentes precisiones

Supongamos que medimos N veces, {xf,j= 1,N}, una magnitud con
N instrumentos de diferentes precisiones conocidas. Suponemos que los

errores de las mediciones tienen una distribucion normal (de Gauss) y la
varianza es o;,i = 1, N.

El método de maxima verosimilitud nos sirve para encontrar el estimador
mas confiable para la media de la poblacion.

Sabemos que:

- 2
: 1 ;-2
f(xf,/l) dx = exp _(x 5 ) dx
21 o2 20
N "
1 (xj — /1)2
L(A) = exp| — 257
j=1 /Znajz %
S ol G
1) = —E . 252 + Cte
j=1 J
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Aplicando el método de maxima verosimilitud, el estimador mas confiable
esta dado por:

d -
ﬁl(/1)=o

+Cte | =0

dA 2 £ 20

d| 1O - 1)
2 2

J
N
: ~ 1 1 .
Despejando: A= Z—zxf =0

Se puede demostrar que:

d?l . 1 ~ , .
W(;{):_ — —> A Esun maximo
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Luego, la expresion para el estimador mas confiable para la media de una
poblaciéon in-homogénea esta dado por:

1
=2
9

Ny 1
i=1 ~2
Tj

Para completar, recordando la expresion para su varianza, podemos definir
es estimador para esta como:

N
fi= Z D; x/  con pesos dados por: pj =
j=1

t

~2 __ ~2 .2
o _Z“Xf P

j=1
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Ejemplo de estimacion de parametros de poblaciones homogéneas

Se ha medido la intensidad de corriente en un circuito con seis
instrumentos diferentes resultados la siguiente tabla.

Necesitamos calcular un valor que represente la intensidad de la
corriente y dar un estimador de su error (desviacion estandar).

[Amp]

0.630
0.641

1

2

3 0.675
4 0.700
5 0.642
6

0.631

Caso de poblacion homogénea —
Promedio simple

Sar =

6
1
. 2 I, = 0.653 Amp

w

6
1 N2
HZ(I] — [11) = 0.028 Amp
[=1

6
1 N2
mZ(I] - .ul) = 0.011 Amp
J=1

El valor representativo de la corriente es 0.653 + 0.011 Am

Estadistica Aplicada — Clase 5
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Ejemplo de estimacion de parametros de in-homogéneas

Supongamos que tenemos la misma situacion anterior pero ahora
conocemos las precisiones de los instrumentos.

Instr. Corriente Precision Caso de pOblaCién in-homogénea
[Amp] CES% — Promedio pesado
estandar)

1 0.630 0.010 6 %

5 0.641 0.011 i = 219] V=063  P;= N] 1
3 0.675 0.030 /= i=15j2
4 0.700 0.051 .

5 0.642 0.011 Su, = Z pj? (’}]2 = 0.006 Amp

6 0.631 0.021 \11'=1

Si ademas sabemos que cada medida resulta de promedio de 10
mediciones entonces:
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